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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 3

1. Niech f(n) =
∑n

k=1⌈log2 k⌉. Wyka», »e

f(n) = n− 1 + f(⌈n/2⌉) + f(⌊n/2⌋)

dla wszystkich n ≥ 1. Poka», »e je±li w powy»szej zale»no±ci wymagamy, by f(1) = 0, to f jest jedyn¡
funkcj¡ spelniaj¡c¡ t¦ zale»no±¢.

Wsk.: Rozbij
∑

⌈log2 k⌉ na sumy po k parzystych i nieparzystych

2. Wyznacz zwart¡ (tzn. bez symboli �
∑

� i �· · ·�) posta¢ funkcji f(n) z poprzedniego zadania.

3. Przedstawieniem liczby naturalnej n w ukªadzie liczb Fibonacciego nazywamy taki ci¡g wspóªczynników
a2, . . . , ak równych 0 lub 1, »e a2F2 + · · · akFk = n oraz ai + ai+1 ≤ 1 dla wszystkich i. Poka», »e ka»da
liczba naturalna ma jednoznaczne przedstawienie w ukªadzie liczb Fibonacciego.

4. Niech x, k, n b¦d¡ liczbami caªkowitymi. Skonstuuj algorytm obliczaj¡cy xk modulo n. Algorytm powinien
korzysta¢ z wzorów: x2l = xl ·xl, x2l+1 = x ·x2l. Okre±l liczb¦ mno»e« wykonywanych przez ten algorytm.

5. Znajd¹ wzór na n-t¡ pot¦g¦ macierzy

(
1 1
1 0

)
. Napisz szybki algorytm wyliczaj¡cy z tego wzoru n-t¡

liczb¦ Fibonacciego Fn. Oszacuj zªo»ono±¢ tego algorytmu, je±li u»ywa on procedury mno»¡cej dwie liczby
k-cyfrowe w czasie M(k) (zaªó», »e M(k) ≥ 2M(k/2)).

6. Poka», »e (
1 1
1 0

)n (
F2

F1

)
=

(
Fn+2

Fn+1

)
.

Skonstruuj algorytm który dla danych p1, . . . , pk, a1, . . . , ak ∈ R wylicza szybko an zadane zale»no±ci¡
rekurencyjn¡ an = p1an−1 + p2an−2 + · · ·+ pkan−k.

7. Skonstruuj algorytm mno»¡cy dwie n-cyfrowe liczby caªkowite a i b poprzez rozbicie ka»dej z nich na
trzy równe cz¦±ci, a1, a2, a3 i b1, b2, b3. Powinien si¦ on zadowala¢ pi¦cioma wywoªaniami rekurencyjnymi
samego siebie obliczaj¡cymi: m1 = a1 · b1, m2 = a3 · b3, m3 = (a1 + a2 + a3) · (b1 + b2 + b3), m4 =
(a1 − a2 + a3) · (b1 − b2 + b3), m5 = (a1 − 2a2 + 4a3) · (b1 − 2b2 + 4b3). Oszacuj zªo»ono±¢ obliczeniow¡
T (n) tego algorytmu.

Wsk.: Skorzystaj z tego, »e liczb¦ dªugo±ci n mo»na podzieli¢ przez niewielk¡ staª¡ w czasie O(n) (jak?).

8. Dany jest algorytm typu �dziel i zwyci¦»aj� wywoªuj¡cy sam siebie (rekurencyjnie) a razy dla podproblemów
rozmiaru n/b i wykonuj¡cy poza tym c · nd operacji. Czas T (n) dziaªania takiego algorytmu speªnia
zale»no±¢ rekurencyjn¡: T (n) = aT (n/b) + cnd. Korzystaj¡c z tej zale»no±ci oszacuj T (n) jako O(·) w
zale»no±ci od a, b, d. Mo»esz zaªo»y¢, »e n = bk.

Wsk.: Rozwa» trzy przypadki: a > bd, a = bd, a < bd

9. Niech
T (n) ≤ T (⌈n/5⌉+ 2) + T (⌈7n/10⌉+ 2) + cn

Poka» u»ywaj¡c indukcji, »e T (n) < c′n dla pewnej staªej c′.

10. Udowodnij, »e je±li a, b ∈ N oraz x i y s¡ niezerowymi liczbami caªkowitymi speªniaj¡cymi równanie
diofantyczne ax+ by = 1, to

gcd(a, b) = gcd(a, y) = gcd(x, b) = gcd(x, y).

Wyka» ponadto, »e dokªadnie jedna z liczb x i y musi by¢ ujemna.

11. (a) Przedstaw gcd(448, 721) w postaci 721x+ 448y, dla x, y ∈ Z.
(b) Oblicz takie caªkowite x, y, »e 333x+ 1234y = 1. Ile si¦ równa 333−1 w pier±cieniu Z1234.

(c) Oblicz −69−1 mod 1313.

12. Poka», »e gcd(Fn−1, Fn) = 1. Udowodnij indukcyjnie, »e gcd(Fm, Fn) = Fgcd(m,n).

13. Udowodnij, »e je±li a ⊥ b i a > b, to gcd(am − bm, an − bn) = agcd(m,n) − bgcd(m,n), 0 ≤ m < n.

14. Poka», »e dla ka»dego n istnieje dokªadnie jedna pot¦ga 2, która w ukªadzie dziesi¦tnym ma n cyfr z
najbardziej znacz¡c¡ cyfr¡ 1.

15. Niech ax0 + by0 = c dla pewnych a, b, c, x0, y0 ∈ Z. Okre±l zbiór wszystkich rozwi¡za« (x, y) równania

ax+ by = c.


