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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 4

. Zaproponuj szybka metode obliczania lem(m,n), gdzie m,n € NU {0}, ktora wyznacza poprawna

warto$¢ w kazdym przypadku, gdy tylko liczba lem(m,n) miesci sie w okreslonym zakresie liczb
catkowitych (np. integer w Pascalu).

Opisz szybka metode obliczania ged(mq, ma, - - -, my), gdzie my, ma, ..., m; € NU{0} i analogiczna
dla lem.
Zaproponuj szybka metode obliczania dla danych liczb catkowitych mj,ms,..., my takich wspol-
czynnikéw caltkowitych xq, o, ..., xk, Ze

x1my + xama + -+ + xpmy, = ged(my, ma, ..., mg).
(Binarny algorytm ged) Opisz algorytm obliczajacy ged(a,b) z zaleznosci:

e ged(a,b) = ged(a/2,b) gdy a parzyste i b nieparzyste,
e gcd(a,b) = ged(a — b,b) gdy a > b i obie nieparzyste.

Co powinien zrobi¢ algorytm, gdy na poczatku a i b sa parzyste? Jaka jest ztozonosc¢ tego algorytmu?

Pokaz jak zmodyfikowaé¢ algorytm z poprzedniego zadania, zeby wyliczal rowniez z,y, takie ze
za + yb = ged(a, b).
Wsk.: Skorzystaj z réwnosci za + yb = (z — b)a + (y + a)b.

Udowodnij, ze jesli (mq,ma,...)p 1 (n1,n2,...), sa reprezentacjami liczb naturalnych m i n wzgle-
dem uktadu kolejnych liczb pierwszych, to:

(a) k= ged(m,n) < k; = min{m;,n;} dla kazdego i = 1,2, ...
(b) k =lem(m,n) < k; = max{m;,n;} dla kazdego i =1,2,...,

gdzie (ki,ko,...), jest rozkladem liczby k. Korzystajac z powyzszych réwnosci pokaz, zZe
mn = ged(m, n)lem(m, n)

Wykaz zaleznosci:
(a) zz=yz (modmz) & z=y (modm),dlaz#0
(b) zz=yz (mod m) & x=y (mod m),x,y,z,mez
(¢) =y (mod mz) = x=y (modm)

Udowodnij, ze

(a) jesli 2™ — 1 jest liczba pierwsza, to n jest liczba pierwsza.
(b) jesli a™ — 1 jest liczba pierwsza, to a = 2.
(c) jesli 2™ + 1 jest liczba pierwsza, to n jest potega liczby 2.

Wsk.: Skorzystaj z wzoru: a™ —b™ = (a — b)(>_a'd" """t .

(Twierdzenie Wilsona) Udowodnij, Ze jesli p jest liczba pierwsza, to p dzieli ((p — 1)! + 1).
Wsk.: Wykaz najpierw, ze (p—2)!=1 (mod p).

Jaka jest liczba reszt modulo p® spetiajacych réwnanie: 22 = 1 mod p®?

Wsk.: Jake musza by¢  — 11z + 1, zeby p®|(x + 1)(z — 1)? Osobno rozwaz przypadek p = 2.
Jak znajac rozklad n mozna wyznaczyé liczbe rozwigzai réwnania 2 = 1 mod n?

Znajd"x najmniejsza liczbe naturalng x, dla ktorej

x = 11 mod 27,
z =12 mod 64,
z = 13 mod 25.

Ile wynosi najmniejsze takien € N, ze 2* =1mod 5-7-9-11-13.

Powtarzajac dowdd Euklidesa pokaz, ze istnieje nieskoticzenie wiele liczb pierwszych w postaci 3k+2
i4k+ 3.

Niech d(k) bedzie liczbg dzielnikéw k. Pokaz, ze Y ,_, d(k) = nlnn + O(n).



