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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 7

1. Ile jest takich rozªo»e« (dowolnej liczby) pionków na szachownicy n × n, »e dla ka»dych dwóch pionków
jeden z nich jest na lewo i ni»ej od drugiego?

2. Poka», »e Fn+1 =

n∑
i=0

(
n− i

i

)
. Poka» te», »e

n∑
i=0

(
n

i

)
Fi+m jest liczb¡ Fibonacciego (któr¡?).

3. Znajd¹ wzór na liczb¦ ci¡gów dªugo±ci 2n, w których ka»da liczba ze zbioru {1, 2, . . . , n} wyst¦puje
dokªadnie dwa razy i takich, »e s¡siednie liczby s¡ ró»ne.

4. Znajd¹ zwart¡ posta¢ ci¡gu an okre±lonego wzorem:

a0 = 1, a1 = 0, an =
an−1 + an−2

2

5. Znajd¹ ogóln¡ posta¢ rozwi¡za« nast¦puj¡cych równa« rekurencyjnych za pomoc¡ metody anihilatorów:

(a) an+2 = 2an+1 − an + 3n − 1, gdy a0 = a1 = 0

(b) an+2 = 4an+1 − 4an + n2n+1, gdy a0 = a1 = 1

(c) an+2 = 2n+1 − an+1 − an, gdy a0 = a1 = 1

Rozwi¡» jedno z nich do ko«ca.

6. Rozwi¡zuj¡c zale»no±¢ an = an−3 metod¡ anihilatorów wyra¹ n mod 3 jako kombinacj¦ liniow¡ pierwiastków
trzeciego stopnia z 1. Korzystaj¡c z tego wzoru znajd¹ analogiczny wzór na

⌊
n
3

⌋
.

7. Ile jest ci¡gów n liter nale»¡cych do 26�literowego alfabetu ªaci«skiego zawieraj¡cych parzyst¡ liczb¦ liter
`a' (zero te» jest parzyste).

Wsk.: Uªó» zale»no±¢ rekurencyjn¡ opisuj¡c¡ t¦ liczb¦ i rozwi¡» j¡ np. za pomoc¡ metody anihilatorów

8. Za pomoc¡ metody anihilatorów oblicz sn =
∑n

i=1 i2
i rozwi¡zuj¡c zale»no±¢ sn = sn−1 + n2n.

9. Niech cn oznacza liczb¦ ci¡gów n znaków ze zbioru {0, 1, 2} nie zawieraj¡cych dwóch s¡siednich jedynek
ani dwóch s¡siednich dwójek. Uªó» zale»no±¢ rekurencyjn¡ i rozwi¡» j¡ wyznaczaj¡c jawny wzór na cn.

10. Przez lini¦ komunikacyjn¡ przesyªamy 0 lub 1. Prawdopodobie«stwo, »e adresat dostanie oryginaln¡
wiadomo±¢ wynosi 1 − p a prawdopodobie«stwo »e dostanie jej negacj¦ wynosi p. Niech pn b¦dzie
prawdopodobie«stwem otrzymania 0 po przesªanu 0 przez n kolejnych linii komunikacyjnych. Znajd¹
zale»no±¢ rekurencyjn¡ na pn i rozwi¡» j¡ za pomoc¡ metody anihilatorów.

11. (Problem ruiny gracza). Gracz A ma k zªotych a gracz B ma n−k zªotych. Prawdopodobie«stwo wygrania
pojedynczej partii przez gracza A wynosi p (przegrywaj¡cy przekazuje wygrywaj¡cemu zªotówk¦). Gra
ko«czy si¦ w momencie gdy który± z graczy pozostanie bez pieni¦dzy. Napisz zale»no±¢ rekurencyjn¡ na
prawdopodobie«stwo pk wygranej gracza A i rozwi¡» j¡ za pomoc¡ metody anihilatorów.

12. Policz sum¦

(a)
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13. Niech A(x) b¦dzie funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu an. Wylicz funkcje tworz¡ce ci¡gów:

(a) bn = nan

(b) cn = an/n, c0 = 0

(c) sn = a0 + a1 + a2 + · · ·+ an

(d) dn =

{
an gdy n = 2k
0 gdy n = 2k + 1

Wsk.: W (c) skorzystaj ze wzoru na iloczyn szeregów pot¦gowych dla A(x) i 1 + x+ x2 + · · ·

14. Wylicz funkcje tworz¡ce ci¡gów

(a) an = n2 (b) an = n3 (c) an =

(
n+ k

k

)
15. Oblicz funkcje tworz¡ce ci¡gów

(a) an = n dla parzystych n i an = 1/n dla nieparzystych n.

(b) Hn = 1 + 1/2 + · · ·+ 1/n (H0 = 0)


