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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 8

1. Oblicz sum¦
∑

2−k bran¡ po wszystkich takich k ∈ N, »e 2, 3, 5, 7 nie dziel¡ k.

2. Niech A(x) b¦dzie funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu an. Wylicz funkcje tworz¡ce ci¡gów a2n i a3n.

3. Oblicz an =

n∑
i=1

FiFn−i.

4. Korzystaj¡c z wzoru Taylora poka», »e dla a ∈ R zachodzi: (1 + x)a =

∞∑
n=0

an

n!
xn.

5. Wylicz funkcje tworz¡ce ci¡gów okre±lonych rekurencyjnie:

(a) a0 = a1 = a2 = 1, an+3 = an+2 + an+1 + an + 1;

(b) a0 = 0, a1 = 1, an+2 = an+1 + an + 1
n+1

(c) a0 = 1, an+1 =
∑n

k=0
an−k

k! ;

6. Nieporz¡dkiem nazywa si¦ tak¡ permutacj¦ elementów, w której »aden element i nie znajduje si¦ na pozycji
i-tej. Niech dn oznacza liczb¦ nieporz¡dków utworzonych z n kolejnych liczb naturalnych. Wyprowad¹
zale»no±¢ rekurencyjn¡ dn+1 = n(dn+dn−1). Jakie nale»y przyj¡¢ warunki pocz¡tkowe dla tej zale»no±ci?
Poka» te» przez indukcj¦, »e dn = ndn−1+(−1)n. Jak z tego ostatniego wzoru wynika ogólny wzór na dn?

7. Zastosuj wykªadnicz¡ funkcj¦ tworz¡c¡ do rozwi¡zania zale»no±ci dn+1 = n(dn + dn−1), d0 = 1, d1 = 0.

8. Dana jest zale»no±¢ rekurencyjna an+1 = n(an + an−1) z warunkami pocz¡tkowymi a0 = α, a1 = β.
Znajd¹ rozwi¡zanie tej zale»no±ci korzystaj¡c z faktu, »e dn i n! speªniaj¡ t¦ zale»no±¢ (by¢ mo»e z innymi
warunkami pocz¡tkowymi).

9. Udowodnij, »e liczba sposobów, w jaki n-k¡t wypukªy na pªaszczy¹nie mo»na podzieli¢ na rozª¡czne
trójk¡ty za pomoc¡ n − 3 przek¡tnych nie przecinaj¡cych si¦ wewn¡trz tego wielok¡ta jest równa liczbie
Catalana cn−2. Poka» te», »e liczba triangulacji, w których jest wybrana przek¡tna wynosi ci−1cn−i−1,
gdzie i zale»y od przek¡tnej. Suma tych wyra»e« po wszystkich przek¡tnych jest (n− 3) razy wi¦ksza od
liczby wszystkich triangulacji, czyli

n

2

n−2∑
i=2

ci−1cn−i−1 = (n− 3)cn−2.

Jak z powy»szego wzoru wynika, »e ncn−1 = 2(2n− 3)cn−2? Wyprowad¹ z tego zale»no±¢ cn = 1
n+1

(
2n
n

)
.

10. Danych jest 2n punktów na okr¦gu. Na ile sposobów mo»na te punkty poª¡czy¢ n nieprzecinaj¡cymi si¦
odcinkami, takimi »e ka»dy z punktów jest ko«cem dokªadnie jednego odcinka.

11. Wylicz funkcje tworz¡ce dla liczby podziaªów liczby n (rozkªadów na sum¦ skªadników naturalnych, gdy
rozkªadów ró»ni¡cych si¦ kolejno±ci¡ nie uwa»amy za ró»ne):

(a) na skªadniki parzyste, (c) na ró»ne skªadniki nieparzyste,

(b) na skªadniki mniejsze od m, (d) na ró»ne pot¦gi dwójki.

12. Niech pn i rn b¦d¡ odpowiednio liczbami wszystkich podziaªów n i podziaªów n na ró»ne skªadniki. Niech
P (x) i R(x) b¦d¡ ich funkcjami tworz¡cymi. Poka», »e

P (x) = R(x)P (x2).

13. Permutacj¦ nazywamy inwolucj¡ gdy zªo»enie jej ze sob¡ jest identyczno±ci¡. Niech an b¦dzie liczb¡
inwolucji n-elementowych. Poka», »e wykªadnicz¡ funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu an jest ex+x2/2.

Wsk.: Poka» najpierw, »e an+1 = an + nan−1

14. Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju
[
n
k

]
de�niujemy jako liczb¦ permutacji n-elementowych, które rozkªadaj¡

si¦ na k cykli. Poka», »e
[
n
k

]
= (n−1)

[
n−1
k

]
+
[
n−1
k−1

]
. Posªuguj¡c si¦ t¡ zale»no±ci¡ rekurencyjn¡ udowodnij,

»e

xn = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) =

∞∑
k=0

[
n

k

]
xk.

15. Poka», »e wykªadnicza funkcja tworz¡ca Ge(z) dowolnego ci¡gu jest powi¡zana ze zwykª¡ funkcj¡ tworz¡c¡
G(z) za pomoc¡ równania ∫ ∞

0

Ge(zt)e
−tdt = G(z)

je±li tylko caªka ta istnieje.


