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. Korzystajac z wzoru Taylora pokaz, ze dla a € R zachodzi: (1 + z)* = Z — "

Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 8

. Oblicz sume >_ 27 brang po wszystkich takich k € N, ze 2,3, 5,7 nie dziela k.
. Niech A(x) bedzie funkcja tworzaca ciagu a,. Wylicz funkcje tworzace ciagow as, 1 asp.

. Oblicz a, = ZFFn_

=1

o0 n

n=0

. Wylicz funkcje tworzace ciagdéw okreslonych rekurencyjnie:

(a) ap=a1 =as =1, ap43 = Gni2 + any1 +an + 15
1
(b) ao=0,a1 =1, ant2 = apt1 +an + 33

(€) a0 =1, ant1 = 34 _o “5rs

. Nieporzqdkiem nazywa sie taka permutacje elementéw, w ktorej zaden element ¢ nie znajduje sie na pozycji

i-tej. Niech d,, oznacza liczbe nieporzadkéw utworzonych z n kolejnych liczb naturalnych. Wyprowadz
zaleznosé rekurencyjna d, 1 = n(d, +d,—1). Jakie nalezy przyja¢ warunki poczatkowe dla tej zaleznosci?
Pokaz tez przez indukcje, ze d,, = nd,—1 + (—1)". Jak z tego ostatniego wzoru wynika ogdlny wzor na d,,?

. Zastosuj wyktadnicza funkcje tworzaca do rozwiazania zaleznosci d,,+1 = n(d, + dp—1),do = 1,d; = 0.

. Dana jest zalezno$¢ rekurencyjna a,+1 = n(a, + an—1) z warunkami poczatkowymi ay = a,a; = S.

Znajdz rozwiazanie tej zaleznosci korzystajac z faktu, ze d,, 1 n! spelniaja te zalezno$é¢ (by¢ moze z innymi
warunkami poczatkowymi).

. Udowodnij, ze liczba sposobéw, w jaki n-kat wypukly na plaszczyznie mozna podzieli¢ na rozlaczne

trojkaty za pomoca n — 3 przekatnych nie przecinajacych sie wewnatrz tego wielokata jest réwna liczbie
Catalana c,,_o. Pokaz tez, ze liczba triangulacji, w ktorych jest wybrana przekatna wynosi ¢;_1¢,—;—1,
gdzie i zalezy od przekatnej. Suma tych wyrazen po wszystkich przekatnych jest (n — 3) razy wieksza od
liczby wszystkich triangulacji, czyli

n n—2
5 E Ci—1Cn—i—1 = (N — 3)Cp_2.
i=2

Jak z powyzszego wzoru wynika, ze nc,—1 = 2(2n — 3)c¢,—2? Wyprowadz z tego zaleznosé ¢, = %_H(Qs)

Danych jest 2n punktéw na okregu. Na ile sposobéw mozna te punkty polaczyé n nieprzecinajacymi sie
odcinkami, takimi ze kazdy z punktéw jest koncem dokladnie jednego odcinka.
Wrylicz funkcje tworzace dla liczby podziatéw liczby n (rozktadéw na sume sktadnikéw naturalnych, gdy
rozktadow rézniacych sie kolejnoScia nie uwazamy za rozne):
(a) na sktadniki parzyste, (c) na rozne skladniki nieparzyste,
(b) na skladniki mniejsze od m, (d) na rozne potegi dwojki.
Niech p,, i 7, beda odpowiednio liczbami wszystkich podzialéw n i podzialéw n na rézne sktadniki. Niech
P(z) i R(x) beda ich funkcjami tworzacymi. Pokaz, ze
P(z) = R(z)P(z?).
Permutacje nazywamy inwolucja gdy zlozenie jej ze soba jest identycznoscia. Niecgl a, bedzie liczba
inwolucji n-elementowych. Pokaz, ze wykltadnicza funkcja tworzaca ciagu a, jest e®t%7/2,
Wsk.: Pokaz najpierw, ze ap41 = an + nan—1
Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju [Z] definiujemy jako liczbe permutacji n-elementowych, ktore rozktadaja
sig na k cykli. Pokaz, ze [}[] = (n—1)["'] + [}]]. Postugujac si¢ ta zaleznoscia rekurencyjna udowodnij,
ze
— s n
n_ 1)--- —1) = k,
k=0
Pokaz, ze wykladnicza funkcja tworzaca G.(z) dowolnego ciggu jest powiazana ze zwykla funkcja tworzaca
G(z) za pomoca rownania

/ TG (et)etdt = G(2)
0

jesli tylko calka ta istnieje.



