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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 10

. Zalozmy, ze grafy Gy i G sa okreslone na tym samym zbiorze wierzchotkow V = {1,2,...,n}. Po-

daj algorytm o zlozonosci O(n + m) sprawdzajacy, czy G1 i G2 wezytane jako listy krawedzi grafow sa
identyczne.

. Podaj przyklady (o ile istnieja):

(a) grafu prostego o ciagu stopni wierzchotkow 1,2,2.3,3;
(b) grafu prostego o ciagu stopni wierzchotkow 1,1,1,3,4;

(c) grafu prostego dwudzielnego o ciagu stopni wierzchotkow 2,2,2,2,2.

. Srednicg d(G) grafu G nazywamy maksymalng odlegtos¢ miedzy wierzchotkami grafu, to znaczy d(G) =

max{d(z,y)|z,y € V(G)}. Udowodnij, ze jezeli d(G) > 3, to d(G) < 3.

. Udowodnij, ze jezeli d(G) = 2 i max{deg(v)|v € V(G)} =n—2, to m > 2n — 4.
. Dla kazdego wierzchotka v grafu G = (V, E) definiujemy r(v) = max{d(v,u)lu € V(G)}. Wierzcholek

xg, dla ktorego r(z¢) = min{r(v)|v € V(G)} nazywamy wierzcholkiem centralnym, a liczbe r(G) = r(x¢)
promieniem grafu G.
(a) Udowodnij, ze r(G) < d(G) < 2-r(G),

(b) (Jordan). Wykaz, ze zbior wierzcholtkéw centralnych drzewa sklada sie z jednego wierzchotka albo
dwoch sasiednich.

(¢) Podaj algorytm wyznaczania wierzchotka centralnego w drzewie oraz okresl jego zlozonosc.

. Graf prosty G jest samodopelniajacy wtedy i tylko wtedy, gdy jest izomorficzny ze swym dopelnieniem.

Pokaz, ze samodopeliajacy graf n wierzchotkowy istnieje doktadnie wtedy, gdy n = 0 lub n = 1 modulo
4.

Wsk.: Gdy n = 0 mozesz oprzeé¢ konstrukcje na podziale zbioru V na cztery czesci. Gdy n = 1 do poprzedniej konstrukcji

mozna dodaé¢ jeden wierzchotek.

Niech C1,Cq,...,Ch—n—1 beda zbiorami krawedzi wszystkich m — n + 1 cykli otrzymanych poprzez do-
danie do drzewa spinajacego T grafu prostego G jednej krawedzi G ktora nie nalezy do T. Pokaz, ze
zbior krawedzi dowolnego cyklu w G jest roznica symetryczng pewnej liczby zbiorow wybranych sposrod
C1,Cs, ..., Cpn

. Grafem krawedziowym L(G) grafu G nazywamy graf, ktorego wierzchotkami sa krawedzie G i miedzy

e1,e2 € E(G) jest krawedz gdy e; i ex maja wspolny wierzcholek w G. Niech B bedzie macierza incydencji
G, C macierza sasiedztwa L(G), a I macierza identyczno$ciowa. Pokaz, ze C = BT B — 21I.

. Udowodnij, ze w grafie G, w ktorym maksymalny stopieri wierzchotka wynosi p, promien grafu spetnia

nier6wnosc:
log(np —n+1)

r@) 2 log(p)

-1
Ile jest n-wierzchotkowych drzew poetykietowanych, w ktorych kazdy wierzcholek ¢ ma dany stopient d;?
Najpierw okresl jaki warunek musi spetniaé ciag d;.

Losujemy drzewo o wierzchotkach {1,2,...,n} (kazde drzewo jest tak samo prawdopodobne). Jakie jest
prawdopodobienistwo, ze wierzcholek 1 jest lisciem? Do czego prawdopodobienistwo to dazy przy n — oco?

n—3

Pokaz, ze dla n > 2 istnieja n
od1ldon—1.

rozréznialne drzewa n wierzchotkowe z krawdziami ponumerowanymi

Pokaz, ze kazdy graf nie zawierajacy trojkatow (cykli dtugoéci 3) ma nie wigcej, niz |n?/4] krawedzi.

Wsk.: Rozwaz osobno n parzyste i nieparzyste

Niech G bedzie grafem prostym o minimalnym stopniu wierzchotka d > 1. Pokaz, ze G zawiera cykl o
dtugosci réwnej co najmniej d + 1.

Graf jest 2-spojny wtedy i tylko wtedy gdy jest spojny i nie zawiera wierzchotka rozcinajacego. Pokaz, ze
nastepujace dwa warunki sg rownowazne 2-spdjnosci grafu o co najmniej trzech wierzchotkach

(a) kazde dwa wierzcholki leza na cyklu,
(b) kazde dwie krawedzie leza na cyklu.



