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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 11

. Niech G bedzie spojnym grafem z co najmniej jednym cyklem. Wykaz, ze G ma co najmniej jeden

cykl, ktorego dlugosé jest mniejsza lub rowna 2d(G) + 1 gdzie d(G) jest $rednica G.

. Dane jest drzewo T oraz jego automorfizm ¢. Udowodnij, ze istnieje wierzchotek v, taki ze ¢(v) = v

lub istnieje krawedz {u, v}, taka ze ¢({u,v}) = {u,v}.

. W grafie skierowanym indeg(v) i outdeg(v) oznaczaja odpowiednio liczbe tukéw wchodzacych i wycho-

dzacych z wierzchotka v. Pokaz,ze digraf zawiera skierowany cykl Eulera doktadnie, gdy jest spojny
(po wymazaniu skierowan tukow) i dla wszystkich v € V' : indeg(v) = outdeg(v).

. Minimalnym cieciem nazywamy zbior krawedzi, ktérych usuniecie rozspaja graf, a usuniecie zadnego

zbioru krawedzi w nim zawartego nie rozspaja tego grafu. Wykaz, ze spojny graf jest grafem Eulera
wtedy i tylko wtedy, gdy kazde minimalne ciecie zawiera parzysta liczbe krawedzi.

. Pokaz, ze jezeli graf spojny G ma dokladnie 2k wierzchotkéw o nieparzystych stopniach (k > 0), to

zbioér jego krawedzi mozna rozbi¢ na k roztacznych krawedziowo marszrut, a na k — 1 nie mozna.

. Liczby 1,2,3,4,5 moga by¢ rozmieszczone na kole w porzadku 1234531425, ktory zapewnia, ze kazde

dwie z nich sg sasiednie doktadnie raz. Scharakteryzuj dla jakich n mozna znalezé podobne rozmiesz-
czenie dla liczb 1,2, 3,...,n i uzasadnij swoja odpowiedz.

Turniejem nazywamy graf skierowany, ktérego kazde dwa wierzchotki sg potaczone doktadnie jednym
tukiem. Pokaz, ze w kazdym turnieju istnieje wierzchotek, z ktoérego mozna dojsé do kazdego innego
po drodze skierowanej dtugosci co najwyzej 2 do kazdego innego.

. Pokaz, ze kazdy turniej zawiera (skierowana) droge Hamiltona tzn. przechodzaca wszystkie wierzchotki.

. Czy istnieje sposob obejscia szachownicy 5 x 5 ruchem konika szachowego (na kazdym polu stajemy

doktadnie raz)? A co jesli wymagamy zeby po obejsciu szachownicy konik wrocit na to samo pole?

Wierzchotkami grafu G sa wszystkie ciagi zlozone z jednej litery a, jednej litery b i czterech liter ¢. Dwa
wierzchotki taczy krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im ciggi réznig sie transpozycja
dwoch sasiednich liter. Pokaz, ze G ma droge Hamiltona, ale nie ma cyklu Hamiltona.

Dany jest graf prosty G, w ktorym n = |V (G)| > 3 i dla dowolnych trzech wierzchotkow u, v, w istnieja
co najmniej dwie sposrod trzech krawedzi {u, v}, {v, w}, {w,u}. Wykaz, ze w G istnieje cykl Hamiltona.

Graf nazywamy k-spojnym gdy jest spojny i usuniecie z niego dowolnych k—1 (lub mniej) wierzchotkow
go nie rozspéjnia. Pokaz, ze dowolny k-spdjny graf o 2k wierzchotkach ma cykl Hamiltona.

Pokaz, ze w grafie 3-regularnym G jest parzysta liczba drog Hamiltona taczacych ustalone sasiednie
wierzchotki u i v.

Zmnajdz n krawedziowo roztacznych dréog Hamiltona w Ko, i n krawedziowo roztacznych cykli Hamiltona
w K. 2n+1-

Pokaz, ze jesli G jest grafem prostym i dla kazdej pary niesasiednich wierzchotkow u, v
deg(u) + deg(v) > n(G) — 1,
to w @ istnieje droga Hamiltona.
Niech G bedzie grafem prostym. Pokaz, ze G zawiera droge o dlugosci rownej co najmniej 2m/n.

Niech G bedzie grafem zawierajacym cykl C' i droge dlugosci k taczaca dwa wierzcholki z C'. Pokaz,
ze G zawiera cykl dtugoéci przynajmniej v/k.

Dla wszystkich k podaj przyktad grafu G' o najdtuzszym cyklu C' dtugosci mniejszej niz 4v'k, ktory
zawiera droge taczaca dwa wierzchotki z C' o dtugosci k.



