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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 13

1. NiechG•e oznacza grafG po ±ci¡gni¦ciu kraw¦dzi
e. Poka», »e je±li G jest planarny to G•e te» jest
planarny. Czy graf Petersena jest planarny?

2. Zaªó»my, »e G jest grafem o co najmniej 11
wierzchoªkach. Wyka», »e grafy G i Ḡ nie mog¡
by¢ jednocze±nie planarne.

3. Poka», »e w dowolnym gra�e prostym planarnym
(o co najmniej trzech wierzchoªkach) istniej¡ co
najmniej trzy wierzchoªki stopnia niewi¦kszego
od 5.

4. Udowodnij, »e je±li G jest grafem pªaskim, to

n(G) + f(G) = m(G) + k(G) + 1

gdzie f(G) jest liczb¡ obszarów, a k(G) liczb¡
skªadowych spójno±ci G.

5. Udowodnij, »e je±liG jest spójnym grafem pªaskim,
w którym najkrótszy cykl ma dªugo±¢ r, to speªniona
jest nierówno±¢

(r − 2)m ≤ r(n− 2).

Kiedy nierówno±¢ ta staje si¦ równo±ci¡?

6. Wielo±cian foremny to taki, w którym dla pewnej
pary (a, b) ka»da ±ciana jest a-k¡tem foremnym
i z ka»dego wierzchoªka wychodzi b kraw¦dzi.
Na podstawie wzoru Eulera wywnioskuj jakie
pary (a, b) s¡ dopuszczalne i powiedz jakim wielo±cianom
foremnym one odpowiadaj¡.

7. Korzystaj¡c z wzoru Eulera poka», »e wielo±cian
(bez dziur ale niekoniecznie wypukªy) zawsze
ma dwie ±ciany o tej samej liczbie boków.

Wsk.: Mo»esz zaªo»y¢ »e z ka»dego wierzchoªka wychodz¡

co najmniej trzy kraw¦dzie. Wtedy

f − 2 = m− n ≥ m/3 ≥ (3 + 4 + · · ·+ (f + 2))/6.

8. Poka», »e dla ka»dego grafuG istnieje taka kolejno±¢
jego wierzchoªków, »e algorytm sekwencyjny przy
tej kolejno±ci kolorujeG najmniejsz¡ liczb¡ kolorów
jakimi mo»na pokolorowa¢ ten graf.

9. Poka», »e dwa kolory wystarcz¡ do pokolorowania
±cian eulerowskiego grafu pªaskiego.

10. Na pªaszczy¹nie rozªo»ono pewn¡ liczb¦ monet
o jednakowej ±rednicy, z których »adne dwie nie
nachodz¡ na siebie. Monety te kolorujemy tak,
by te które si¦ stykaj¡ miaªy ró»ne kolory Nie
korzystaj¡c z twierdzenia o czterech barwach
poka», »e cztery kolory zawsze wystarcz¡ a trzy
nie zawsze.

11. Dla grafu G oznaczmy przez G•e graf powstaªy
w wyniku ±ci¡gni¦cia kraw¦dzi e polegaj¡cego
na usuni¦ciu z G kraw¦dzi e i identy�kacji jej
ko«ców, a przez PG(k) � liczb¦ pokolorowa«
grafu k kolorami. Poka», »e

PG(k) = PG\e(k)− PG•e(k).

12. Niech T b¦dzie drzewem n-wierzchoªkowym, a
Cn grafem cyklicznym. Poka», »e

PT (k) = k(k − 1)n−1

PCn
(k) = (k − 1)n + (−1)n(k − 1)

13. Wyka», »e liczba kraw¦dzi dowolnego grafu wynosi
co najmniej

χ(G)(χ(G)− 1)/2.

14. Poka», »e dla dowolnego grafu G

χ(G)χ(Ḡ) ≥ n.

15. Dla (multi)grafu G oznaczmy przez G • e graf
powstaªy w wyniku ±ci¡gni¦cia kraw¦dzi e polegaj¡cego
na usuni¦ciu z G kraw¦dzi e i identy�kacji jej
ko«ców.

(a) Poka», »e n(G • e) = n(G)− 1,m(G • e) =
m(G)− 1, p(G • e) = p(G), gdzie p(G) jest
liczba skªadowych spójnych grafu G, i »e
je±li G jest drzewem, to G•e jest drzewem.

(b) Niech t(G) b¦dzie liczb¡ drzew rozpinaj¡cych
grafu G. Udowodnij, »e t(G) = t(G \ e) +
t(G • e).

(c) stosuj¡c metod¦ z poprzedniego punktu wyznacz
liczb¦ drzew rozpinaj¡cych grafu z Rysunku.
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