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Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 14

1. Co mo»na powiedzie¢ o macierzy s¡siedztwa

grafu i jego dopeªnienia? Podaj interpretacj¦

wektorów AI i A2I, gdzie I jest wektorem

jednostkowym orazA jest macierz¡ s¡siedztwa

grafu G (dziaªaniem jest mno»enie macierzy

i wektorów o wsp. caªkowitych).

2. Hiperkostk¡ wymiaru k nazywamy graf G =
(V,E), gdzie V = {0, 1}k (wszystkie ci¡gi k
bitów), a kraw¦d¹ mi¦dzy dwoma wierzchoªkami

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ich zapis

binarny ró»ni si¦ na dokªadnie jednej pozycji.

Poka», »e mi¦dzy dwoma ró»nymi wierzchoªkami

k-wymiarowej hiperkostki istnieje k rozª¡cznych

wierzchoªkowo ±cie»ek.

3. (Grafy Mycielskiego) GrafM2 to dwa wierzchoªki

poª¡czone kraw¦dzi¡. GrafMk+1 konstruujemy

zMk w ten sposób, »e dokªadamy dla ka»dego

v ∈ V (Mk) wierzchoªek v′ i ª¡czymy go z

wszystkimi s¡siadami v wMk; nast¦pnie dodajemy

jeszcze jeden wierzchoªek w i ª¡czymy go z

wszystkimi wierzchoªkami v′. Poka» przez

indukcj¦ po k, »e

(a) graf Mk nie ma trójk¡tów (klik K3);

(b) graf Mk jest k-kolorowalny;

(c) graf Mk nie jest (k − 1)-kolorowalny.

4. Niech G b¦dzie grafem o 2n wierzchoªkach,

którego wszystkie stopnie wierzchoªków wynosz¡

co najmniej n. Poka», »eGma peªne skojarzenie

tzn. skojarzenie n�kraw¦dziowe.

5. Podaj wielomianowy algorytm znajduj¡cy

liczb¦ chromatyczn¡ G, je±li deg(G) ≤ 3.

6. Mamy dan¡ grup¦ n dziewcz¡t im chªopców.

Poka», »e warunkiem koniecznym i dostatecznym

na to, by k dziewcz¡t mogªo znale¹¢ m¦»a

(wewn¡trz grupy), jest to, by ka»de r dziewcz¡t
znaªo przynajmniej k + r − n chªopców.

Wsk.: Dodaj n − k chªopców akceptowanych przez

wszystkie dziewczyny i zastosuj tw. Halla

7. W niektórych krajach m¦»czyzna mo»e mie¢

do czterech »on. Poka», »e warunkiem koniecznym

i dostatecznym w takim kraju na to, aby n
dziewcz¡t mogªo znale¹¢ m¦»ów, jest to by

ka»de k z nich znaªo w sumie przynajmniej

k/4 chªopców.

8. Udowodnij, »e drzewo ma co najwy»ej jedno

peªne skojarzenie.

9. Niech A b¦dzie macierz¡ s¡siedztwa grafu

dwudzielnego G = (V1, V2;E), w którym

|V1| = |V2|. WmacierzyA wiersze odpowiadaj¡

wierzchoªkom z V1, a kolumny wierzchoªkom

z V2 i aij = 0, 1 w zale»no±ci od tego, czy

istnieje poª¡czenie mi¦dzy odpowiednimi wierzchoªkami.

Jaka jest zale»no±¢ mi¦dzy skojarzeniami w

G i warto±ci¡ permanentu

perm(A) =
∑

σ�permutacja

a1,σ(1) · · · an,σ(n)?

10. Poka», »e dwudzielny graf d�regularny posiada
peªne skojarzenie.

11. Poka», »e graf 3-regularny posiadaj¡cy cykl

Hamiltona ma indeks chromatyczny równy 3.

12. (a) Niech wszystkie wierzchoªki G poza v
maj¡ stopie« d i niech indeks chromatyczny

G wynosi d. Poka», »e n = |V (G)| jest
nieparzyste i deg(v) = 0.

(b) Poka», »e graf d-regularnyG posiadaj¡cy

wierzchoªek rozcinajaj¡cy ma indeks chromatyczny

równy d+ 1.

13. Poka», »e indeks chromatyczny χ′(Kn) jest

równy n − 1, gdy n jest parzyste i n, gdy n
jest nieparzyste.

14. Poka» wielomianow¡ redukcj¦ problemu istnienia

w gra�eG pokrycia wierzchoªkowego rozmiaru

k do problemu istnienia w gra�eH kliki rozmiaru

k′.

15. Poka», »e je±li mo»na rozstrzygn¡¢, czy graf

dowolny graf jest 4-kolorowalny w czasie wielomianowym,

to da si¦ równie» rozstrzygn¡¢, czy dowolny

graf jest 3-kolorowalny w czasie wielomianowym.

16. Poka» wielomianow¡ transformacj¦ sprowadzaj¡c¡

problem izomor�zmu grafów do problemu izomor�zmu

grafów dwudzielnych.

17. Poka» wielomianow¡ transformacj¦ sprowadzaj¡c¡

problem istnienia drogi Hamiltona w gra�e

do problemu istnienia w nim drzewa spinaj¡cego

o stopniu nie wi¦kszym, ni» 2025.

18. Poka» wielomianow¡ transformacj¦ sprowadzaj¡c¡

problem istnienia cyklu Hamiltona w dowolnym

digra�e do problemu istnienia cyklu Hamiltona

w nieskierowanym gra�e

dwudzielnym.


