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Przyktad 6.12 (Wyznacznik macierzy Vandermonde'a). Niech ¢1, o, . . . , ¢, beda dowol-

nymi liczbami. Macierz (n x n) Vandermonde’a V,, = V(q, . . ., ¢,) ma wyrazy réwne
(Vn)Zj - qZJ_:l? tJ
1 ¢ ¢ ... ¢ Y M(VLII\/M)
L g g ... ¢ 1
Vigi,--.oqn)=1|. . . . . * widolim o we
- . . .
1 9 n—1 ¢ Zomna Lw( MM
Pokazemy, ze
det(V,) = I (¢5—a) - * ool - dolwl wit|
1<i<j<n ( "l W
W szczegolnosci implikuje to, jesli ¢; sa niezerowe i parami rézne, to wyznacznik ten
jest niezerowy. ( 2 et
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6.3 Wyznacznik a macierz odwrotna
e (A) < & [Al=0O
Fakt 6.13. Jesli M jest odwracalna, to

det(Ml):dtzM) | | M(-|H ~i(= [\L|=1
) ~_ 7
L 1
Ml - | ]

Lemat 6.14. Macierz odwrotna do macierzy A jest rowna

1 T : AL
det(A)C : gdzzeﬁj;: (=D Ail
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Przyktad 6.15. Dzieki Lematowi 6.14 mozna np. tatwo policzy¢ macierz odwrotng do
macierzy 2 X 2:

6.4 Wyznacznik przeksztatcenia

Potrafimy zdefiniowa¢ wyznacznik dla macierzy, ale co z przeksztatceniem liniowym?
Kazde przeksztatcenie zadaje macierz, ale ta macierz zalezy od bazy. Okazuje sig,
ze wartos¢ wyznacznika nie.

F:M\\/*”\\/ s B
U e

’WH. IMI”M'I

Lemat 6.16. Niech F' : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym, zas M, M’ bedqg
macierzami dla tego przeksztatcenia wyrazonymi w roznych bazach. Wtedy

& ontt Mg ™ | ﬂswﬁ'g I :[M)‘

AN\ L
A/ \Myal M| = M.
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Definicja 6.17. Dla przeksztalcenia liniowego F' : 'V — V jego wyznacznik det(F)
to det(M) gdzie M jest macierza tego przeksztalcenia wyrazona w dowolnej bazie

V.
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Rozdziat 7

Uktady rownan liniowych i ich rozwigzywanie

Rozwazmy uktad réwnan postaci (zwany dalej ukladem réwnan liniowych) ==

X B

aj1ry + apre + -+ A1pTn = by X, "-L
. ~> a91T1 + G9Ts + -+ 4+ aoT, = b ¥ G,
( —_— Q;J-X_L Cl2 ¥( +—. __tAlaNx = 64{ N .
. : - ;(M :
MmN Am1T1 + Q2T + -0 A+ AppT, = by é'm
~ (cq.:}') Czl. M
Bedziemy zapisywaé réwnania w postaci 7 R
> o A
AX =B (7.1)
gdzie
fan ap - G| Ezl by ]
a1 Q22 -+ QA2p = L2 - ba
A= , X = , B=
[ Am1 Am2 *° Qmp] | Tn | _bm_
AL Ay - Am
7.1 Interpretacja ,,pionowa”
Zauwazmy, ze uktad ten mozna zinterpretowaé¢ jako (przyjmijmy A = [A;| |ffn])
- =
> =
A- X = A ) %"kl = g 2xi-AE:
X m A’l

Czyli jaka kombinacje liniowa wektorow ffl, s A, nalezy wzig¢, by dosta¢ wek-
tor B.
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7.2 Interpretacja ,,pozioma”

Kazde rownanie z osobna wyznacza warstwe wzgledem przestrzeni n — 1-wymiarowe;j
(wektorow spetniajacych ustalone réwnanie).

.

( *3 wen

(4,=’X*’1_ Y*'al;_iam - M;A;’Ji
L L ¢« MM
P IeY U §

'L’UYM‘ M‘.L
e (Fm
) M .-
. mL

7.3 Bazowy przypadek: n zmiennych, n réwnan, macierz odwra-
—_—_———» _

calna

—_—

\M)t r)io'vvow"a ZY; A(.
W porioma  wygwe 4p O L
= pusith

Intuicja: w najprostszym przypadku, gdy A jest macierza kwadratows, mozemy
odwroci¢ A i nalozyé obustronnie na réwnanie, uzyskujac
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I tym samym mamy rozwigzanie. Mozna latwo sprawdzi¢, ze jest to jedyne roz-

wigzanie.
Pokazemy teraz, jak wyglada to rozwigzanie.
¢ S5 A -1
A¥=p = X=®Z ‘b

-1
X = .A o
i . A'B”Cz /é— g 2 x=A"'B

X
L— N {LA(A'ifB = 1LB=8

Twierdzenie 7.1 (Wzory Cramera). Jesli w rownaniu (7.1) macierz A jest kwadra-

. . . 1 . det( Az, . !
towa 1 odwracalna, to jedyne rozwigzanie jest postaci x; = M, gdzie macierz Ay,
— 2

powstaje poprzez zastgpienie i-tej kolumny A przez B. [

s k()
X'< ) T T

Z: |pl40
Al=Q

(=Te bof,

Ay 6)4: )

d [

= X('"Al

—_

'Ax:‘: X;‘lAl ,Ax‘.)<— M x L2
x ;- 1A
1Al

7 an®
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7.4 Ogolne uktady réwnan liniowych

Chcemy jednak zajac¢ sie tym problemem w wiekszej ogolnosci:
e co jesli A nie jest odwracalna? Czy wtedy rozwigzan jest wiele, czy moze 07

e co jesli A nie jest kwadratowa (w szczegdlnosci: nieodwracalna)? Czym réznig
sie przypadki:
— jest wiecej rownan, niz zmiennych?

— jest wiecej zmiennych, niz réwnan?

7.4.1 Uktfady jednorodne

Zajmijmy si¢ troche mniej ogdélnym problemem: co jesli B = (07 Taki uklad nazy-
wamy jednorodnym. Jedno rozwigzanie na pewno jest.

Lemat 7.2 (Uktad jednorodny). Zbior wszystkich rozwigzan réwnania
— 7 -,
AX =0

jest przestrzeniq lintowq, jest to, gdy A traktujemy jako przeksztalcenie li-
niowe z F" w F™. Wymiar tej przestrzeni to n — rk(A).

l f)ﬂ,LM
ﬁ - =
AX=0
L
€ larA

7.4.2 Ukfady niejednorodne
Fakt 7.3.

A X — 2 x(. ,A:
C
AX :@ma rozwigzanie <= B € Im(A) . Lo A

¢ Jesli rownanie AX = B _ma rozwigzanie to zbior wszystkich jego rozwigzan jest
warstwg wzgledem ker A.

IX ax=8
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Uwaga. Jesli ciato F jest nieskoniczone i ker A # {6}, tj. jest wiecej niz jedno rozwig-
zanie, to jest ,nieskonczenie wiele rozwigzan”. W innym przypadku jest to |F|dimker 4,

ler A ‘-/\57‘7 feFme
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Fakt 7.4 (Tw. Kronecker-Capelli). Uklad

@ '

ma rozwigzanie <= rk(ALE) rk(A)= oo wlid  7oas

Macierz [A|B| nazywana\est czasem E&/cz'erzg rozszerzong uktadu AX = B.

] Mmooyl DU ool

3 o & AAIB): (A
¢ I

BeE Im A ,
N sz,ﬁ howh. Umiowm weldorow  Ag . A,

Q
(@230 4 oy

R

Przyktad 7.5. Ile rozwigzan, w zaleznosci od parametr@\a podany uktad réwnan?

3.%1 — X2 —|—4$3 = 1
5$1 —21‘2 +6$3 =1 +é) .
(6 —|—\)\j)$1 —3$2 —|—(9 — )\2 Ty — 3

Podany uktad réownan zapisany w postaci macierzowej wyglada nastepujaco

3 —1 4 1 1
5} —2 6 el = [1+ A
(6+22) =3 (9—22)] |ay 3
k___\f
M
/Mi # O = 0 %,
3 -1 < 3 -{
S 2

G » T3
MW%&’(@*) *%*5@
- 6

L4

3(N-1) o x#1, N#-1
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Przyktad/Zastosowanie 7.6. Rozwazmy gre, rozgrywajaca sie na prostokatnej planszy
n X m. Na wejsciu kazde pole jest zapalone lub zgaszone. W pojedynczym ruchu
mozemy dotknaé¢ konkretnego pola, co powoduje zmiane (tj. z zapalonego na zga-
szone i odwrotnie) na tym polu i wszystkich polach sasiadujacych z nim bokami).
Celem gry jest zapalenie wszystkich pdl.

Gra taka byta kiedys$ dostepna jako gra pudetkowa, w ktorej poczatkowe zapalenia
byty losowane, zas$ zmiany zapalen odbywaty za pomoca okablowania elektrycznego.

@,&\T/—\ o 9

= 9
. e o p
X & koade PDQ gy tko{/,p,g/ e
(oc.-'_él 2op. po R / /"ﬁ\q\,,_,(u

(e pole) G)ﬁ Z x;= L+6;

(] M- ¢ (Y

Definicja 7.7 (Uktady réwnowazne). Uklady réwnan AX = B oraz A'X = B’ s
rownowazne, jesli majg ten sam zbior rozwigzan.

Uwaga. Zauwazmy, ze rownowazne uktady réwnan muszg mie¢ tyle samo zmiennych,
ale mogg mieé¢ rézng liczbe réwnan.

Jak to policzy¢ wydajnie?
Lemat 7.8. Rozwaimy uktad rownan AX = B. Uklad uzyskany przez nastepujgce
operacje przeprowadzone na macierzy rozszerzonej uktadu:

e zamiane i-tego oraz j-tego réownania <

o dodanie do j-tego réwnania wielokrotnosci i-tego < CLIXIo
———

e przemnozenie i-tego rownania przez statg o # 0 &~

e usuniecie rownania 0X =0 (gdzie lewe O to zerowa macierz odpowiedniego
rozmiaru, a prawe: liczba =
p ) 0% Oy -~ = 1

dajg uktad rownowainy wejsciowemu.
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1 (3>
Prosty dowdd pozostawimy jako éwiczenie. ( x =243 :(RZ,I—:’_S? >
Xt.-. =

Uwaga. Popularny sposéb rozwiazywania rownan ,przez wstawianie” to odmiana
eliminacji Gaufla.

Oznacza to, ze mozemy stosowaé¢ metode eliminacji (wierszowej) na réwnaniu.
Na koncu dostajemy macierz w postaci schodkowej (wierszowo).

Wtedy

o Uktad jest sprzeczny: A I A A Cele (Alls)
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b
o Uktad ma jedno rozwiagzanie: AX=03

e W przeciwnym przypadku,
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Przyktad 7.9 (Kontynuacja Przyktadu 7.5). Przypomnijmy, ze chcemy sprawdzié, ile
rozwigzan, w zaleznosci od parametru A, ma uktad:

31 — X9 +4x3 = 1 = »<{-1 LS L
* Oy —219 +6x3 = 14+ A ‘(ll-rn--‘
'(6 + )\2):131 —3T9 —I—(9 — )\2)333 = 3 L q‘ﬂk L

- ~—/
A>=<L , %
us,

Usyjemy tym razem eliminacji GauBa:
IvLT v, thxy =4

2%y —-xj‘_ -rZu(; = A

M) %=y, (3—’)-><3 2 -x

77\(1,' 7(1,“"")‘;:1
2 v ~ %, 2Kz =X

ML t U= 2(4-X)  aay
\\ ¢
O XL

= * %30
Al A=
) . Tx, ¥t hxysl
th,’*z*ZY;:%L =
4
2) x:=-1







Rozdziat 8

Wartosci wtasne

W M X m
AV = N
‘ - |
MV )=V
>
O
W
YTV M= aV
]1—\7\= ;;\7) 2 /7
»a yli= A M dig
M= M, , (F) T @ ot N

> phed & HAJH WWOJMZ 2
Vopdhwtle T @0 T Heg(F) WL wWeldon WA
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8.1 Wartos¢ wtasna, wektor wtasny

Definicja 8.1 (Wartosc wtasna, wektor w’rasny) A jest warto$ciqg wlasng macierzy M
(dla wektora 1% #0), gdy M V=A\V.V jest wektorem wiasnym tej macierzy.

A jest wartoscig wilasng przeksztalcenia liniowego F', jesli F'(v)) = Av dla pewnego
' # 0. Taki wektor ¥ jest wektorem wlasnym F (dla wartosci wlasnej \).

Fakt 8.2. )\ jest wartoscig wilasng przeksztatcenia F wtedy i tylko wtedy gdy A jest
wartoscig wilasng Mpp(F), dla dowolnej bazy B.

U jest wektorem wilasnym F dla wartosci wlasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy [V]p
jest wektorem wiasnym macierzy Mpp(F) dla warto$ci wilasnej A, dla dowolnej bazy
B.



