Rozdziat 8

Wartosci wtasne
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8.1 Wartos$¢ wtasna, wektor wtasny

Definicja 8.1 (Wartosc W’rasna wektor w’rasny) A jest wartoscig wtasng macierzy M
(dla wektora 1% #0), gdy M V=A\V.V jest wektorem wiasnym tej macierzy.

A Jest wartoscig wiasng przeksztatcenia liniowego F', jesli F'(¢)) = Av dla pewnego
v £ 0. Taki wektor ¥ jest wektorem wilasnym F (dla wartosci wlasnej \).

Fakt 8.2. )\ jest wartoscig wilasng przeksztatcenia F wtedy @ tylko wtedy gdy X jest
wartoscig wilasng MBB(F), dla dowolnej bazy B.

U jest wektorem wilasnym F dla wartosci wlasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy [V]p
jest wektorem wtasnym macierzy Mpp(F') dla wartosci wilasnej A, dla dowolnej bazy
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Przyktad 8.3. Przypomnijmy Przyktad 5.11 i macierz
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Wartosci wlasne nie zawsze istnieja.

Przyktad 8.4. Obrét R? o kat 90° (w lewo). Jego macierz wyglada nastepujaco
o
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Geometrycznie ,wida¢”, ze przeksztatcenie to nie ma wektoréw wilasnych, czyli nie
9 ) )
ma tez ich jego macierz.

7 drugiej strony, jesli potraktujemy ja jako macierz nad C, to wtedy

aE =-¢
— ~
"’2,;1\%
X’?‘g,(// \)
»3:%)( .
- (2 . Y = FX
L X = ~£‘3/

i L%]A A
4 .
-C

@] . \{
L o] L - ]

(\o
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8.2 Macierze podobne
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Definicja 8.5 (Macierze podobne). Macierze kwadratowe M, M’ sa podobne, jesli
istnieje macierz odwracalna A, taka ze

M = A'MA
Oznaczamy to jako M ~ M. / wwouer:  “Zam (9“"7/
Lemat 8.6. Rozpatrzmy macierz odwracalng A = [A1|As| -+ |A,]. Jest to macierz
zmiany bazy miedzy bazg B = Ay, ..., A, oraz bazq standardowqg E:
M
-4 -1

A ;MBE :M£B

W szczegolnosdci, dla macierzy kwadratowej M oraz jej macierzy podobnej M' =

ATTM A mamy M%e U:r'l) I:E( F

- Ty i)

Oznacza to, ze dla przeksztalcenia liniowego Fyy indukowanego przez M macierz M’
jest macierzq tego przeksztatcenia w bazie B.

M' = Mpp(Mgg(Fy))Mpr = Mpp(Fy)
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Fakt 8.7. Macierze podobne majq te same wartosci wiasne.
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8.3 Wielomian charakterystyczn N optad
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Lemat 8.8. \ jest wartoscig wilasng macierzy M <= det(M — A1d) =0
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Definicja 8.9 (Wielomian charakterystyczny). Wielomian charakterystyczny macierzy
q( 7RV

kwadratowej to:
on(r) = det(A —x1d) .
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Wielomian charakterystyczny przeksztatcenia liniowego F' -V — V to
or(r) = det(Mpp(F) —x1d) ,
dla dowolnej bazy B przestrzeni V.

Lemat 8.10. Wielomian charakterystyczny dla macierzy n X n jest wielomianem
stopnia n. /l\

A jest wartoscig wiasng macierzy M wtedy @ tylko wtedy gdy jest pierwiastkiem
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Lemat 8.11. Wielomian charakterystyczny przeksztatcenia liniowego jest dobrze zde-
fintowany.
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Przyktad 8.12 (Kontynuacja Przyktadu 8.4). Przypomnijmy, ze obrét R? o kat 90° (w

lewo) ma macierz:
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Przyktad 8.13 (Kontynuacje Przyktadu 8.3). Obliczmy wartosci wlasne macierzy
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8.4 Krotnosci: algebraiczna i geometryczna.

Lemat 8.14. Jesli A jest wartoScig wiasng dla M, to zbior wektoréw wiasnych (wraz
2 wektorem 0) dla M to ker(M — \1d). W gzczego”lnoéci jest to przestrzen liniowa.

Uwaga. Formalnie wektor 0 nie jest wektorem wlasnym, ale wygodniej jest go zaliczy¢
tu do wektoréw wtasnych, zeby wyszta podprzestrzen.

Oznaczenie: dla ustalonej macierzy M oznaczamy

@{V:w:m. \\//\

Analogicznie dla przeksztatcen liniowych.

Tym samym, aby obliczy¢ wektory wtasne nalezy najpierw policzy¢ wielomian
charakterystyczny, jego pierwiastki i dla ustalonego pierwiastka A policzy¢ ker(M —
A1d). Mozna tez oczywiscie bezposrednio probowaé rozwiazaé¢ réwnanie

MX =X @, (x) & Zepi

w zmiennych x1,. .., Z,. i <\\/2\) < |~ qu,q/\

Definicja 8.15 (Krotno$¢ algebraiczna, krotno$¢ geometryczna). Dla wartosci wha-
snej A krotnos$c¢ geometryczna to wymiar przestrzeni wektorow witasnych dla A, zas
krotnosc algebraiczna to krotnos$é pierwiastka A w wielomianie charakterystycznym.

Fakt 8.16. Krotnosé geometryczna A dla M to wymiar ker(M — \1d).

Lemat 8.17. Jesli A ~ B to krotnos$¢ geometryczna A dla A, B jest taka sama.
Analogicznie krotnosé algebraiczna. & or

Lemat 8.18. Krotnosé algebraiczna jest wicksza rowna krotnosci geometryczne;.
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Uwaga. Jedli krotno$é algebraiczna wynosi 1, to geometryczna tez wynosi 1:
RIS (&\ ’
\ ¥ br ek = 1
lM‘)u"zO =) >\’u‘mi w =2 (,Jj,e,om z2{

 krotno$¢ geometryczna wynosi najwyzej 1 (bo jest < niz krotnos¢ algebraiczna)

e krotno$¢ geometryczna wynosi przynajmniej 1, bo det(M — A1d) = 0, czyli A

jet wartoscig wlasng.
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Przyktad 8.20. Przypomnijmy Przyktad 5.11 i macierz
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8.5. MACIERZE DIAGONALIZOWALNE, PRZEKSZTALCENIA DIAGONALNE 111
Definicja 8.21 (Przestrzen niezmiennicza). Podprzestrzen V' < V przestrzeni liniowej
V jest przestrzenig niezmienniczg dla F : V — V, jesli F(V) %V’ :

8.5 Macierze diagonalizowalne, przeksztatcenia diagonalne

Definicja 8.22 (Macierz diagonalizowalna). Macierz M jest diagonalizowalna <=
jest podobna do macierz przekatniowej.
Przeksztalcenie liniowe jest diagonalne, jesli jego macierz (w jakiejs bazie) jest

diagonalizowalna. % €, El — /E o
Lemat 8.23. Niech \i,..., N\, bedg réinymi wartosSciams” wiasnymi macierzy M.

Wtedy suma (mnogo$ciowa) baz przestrzeni Vy,, ...,V jest zbiorem liniowo nieza-
leznym. 2% {L ~ 2 VL*q\/L% X3
1

Dowdéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 8.24. Nast¢pujgce warunki sq réwnowazne dla macierzy kwadratowej
M rozmiaru n X n:

—
1. M jest diagonalizowalna 1~ D Q
£
2. M ma n niezaleznych wektoréow wiasnych b
3. Suma wymiaréow przestrzeni wartosci wiasnych Vy macierzy M wynosi n.

Analogiczne twierdzenie zachodzi tez dla przeksztatcen liniowych.
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8.6 Macierz Jordana

Zajmiemy sie obecnie problemem, jak bardzo macierz moze nie by¢ diagonalizowalna
i jak bardzo moga sie rézni¢ krotnosci geometryczna i algebraiczna. Zauwazmy, ze
w przypadku liczb zespolonych kazdy wielomian ma pierwiastek, w szczegolnosci
wielomian charakterystyczny kazdej macierzy ma pierwiastek, czyli kazda macierz
zespolona ma wektor wtasny.

Definicja 8.25 (Klatka Jordana, macierz Jordana). Klatkq Jordana nazywamy macierz

postaci
(< RKloo, gmuwb

< R /1< .
J MC OQLQ% ac:/bl 'H$

da

<

i
R

gdzie Jy, Jo, ..., Ji sa klatkami Jordana.
Wazne A € C, tj. moze by¢ liczba zespolona.

Fakt 8.26. Klatka Jordana J rozmiaru kX k ma jedng wartosé wtasng: X, o krotnosci
algebraicznej k oraz geometrycznej 1.

Dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie. Jest to w pewnym sensie najgorszy przy-
padek, jesli chodzi o wartosci wtasne.

Twierdzenie 8.27 (Rozktad Jordana). Kazdg macierz M o wartosciach w C mozna

przedstawic w postaci d;
M =\DJ@)

gdzie J jest macierzg Jordana a A jest macierzq odwracalng (o wartosciach w C).

Uwaga: rozne klatki moga by¢ dla tej samej wartosci .

Przyktad/Zastosowanie 8.28. Przypomnijmy sobie macierz odpowiadajadcad rekurencji

na liczby Fibonacciego.
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Zauwazmy tez, ze A oraz A~ mozna tatwo policzy¢:

h
l
-
F> og;;/bum Po/);ea ’\;’J h/u.a.oul?‘

Y )
[ i ZMM “‘:4@4 g ©

A k-G N

/ | ’V‘ )\
Uzywajac macierzy Jordana mozemy podac rozwigzanie ogolne dla kazdej zalez-
nosci tej postaci (tzn. rekurencji liniowej).

8.7 Macierze symetryczne

Definicja 8.29 (Macierz symetryczna). Macierz jest symetryczna, jesli M = MT.

3 1
?-@%5 M=

Twierdzenie 8.30. Macierz symetryczna z Myx,(R) ma n niezaleznych wektoréw

wtasnych (nad R). Lo ?M% '
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8.8 Eigenfaces raz jeszcze, PCA

Wracamy do omawianego juz problemu algorytmu Eigenfaces z Przyktadu 2.19.
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Rozdziat 9

PageRank

Na podstawie pracy Kurt Bryan i Tanya Leise ,, The $25,000,000,000 eigenvector.
The linear algebra behind Google.” SIAM Review, 48:3 (2006) 569-581.

9.1 Macierze sasiedztwa, ranking

Modelujemy internet jako graf: zbior wierzchotkéw to strony, (skierowane) krawedzie
to linki miedzy nimi (krawedz z i do j oznacza, ze jest link ze strony 7 do 7). Naszym
celem jest skonstruowanie rankingu, tj. przypisanie kazdej stronie jej “waznosci” w
sieci. Chcemy to robi¢ na podstawie linkéw, kazdemu przypisujemy sume gltoséow 1.
Zaktadamy, ze graf nie ma ,,petli”, tzn. krawedzi z ¢ do 1.
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