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>

Na podstawie pracy Kurt Bryan i Tanya Leise ,, The $25,000,000,000 eigenvector.
The linear algebra behind Google.” SIAM Review, 48:3 (2006) 569-581.

9.1 Macierze sasiedztwa, ranking

Modelujemy internet jako graf: zbior wierzchotkéw to strony, (skierowane) krawedzie
to linki miedzy nimi (krawedz z i do j oznacza, ze jest link ze strony 7 do 7). Naszym
celem jest skonstruowanie rankingu, tj. przypisanie kazdej stronie jej “waznosci” w
sieci. Chcemy to robi¢ na podstawie linkéw, kazdemu przypisujemy sume gltoséow 1.
Zaktadamy, ze graf nie ma ,,petli”, tzn. krawedzi z ¢ do 1.
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Definicja 9.1 (Znormalizowana macierz sasiedztwa). Dla grafu G o wierzchotkach

1,2,...,n niech d; ; oznacza liczbe krawedzi z j do ¢ (moze to by¢ 0), zaé m; liczbe
krawedzi wychodzacych z j (= ¥id,; ;).

Znormalizowana macierz sqsiedztwa M (G) to macierz (my ;)i j=1...n, gdzie

wm [ & alo oy - , q -
: (m&w&ﬁw) SN @

AT T Y

s H AN (e AN 7

( . | __7 I . /VV\-OLM e,
N  mwe wen . U0, y M T k“t o Uty o

Definicja 9.2 (Macierz stochastyczna, wektor stochastyczny). Wektor jest stocha-
styczny, jesli jego wspotrzedne sg nieujemne i sumuja sie do 1.
Z 0

Macierz kwadratowa M jest (kolumnowo) stochastyczna, jesli kazda jej kolumna
jest wektorem stochastycznym. ( ’ / /
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Fakt 9.3. lloczyn dwoch macierzy stochastycznych jest macierzq stochastyczng.
Jesli My, ..., My sqg macierzami stochastycznymi oraz o, . .., a g liczbami nie-
ujemnymi, spetniajgcymi >; o; = 1, to

=1

tez jest macierzq stochastyczng. 1

Prosty dowdd pozostawiamy na ¢wiczenia. RJ

AL

¢ L SOYL N

= e
R 7 '
FEET NS G//\R\

Potegi znormalizowanej macierzy sasiedztwa majg naturalng interpretacje: wyraz
i, 7 macierzy MF jest niezerowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje $ciezka dtugosci k
w grafie sgsiedztwa z j do 7. To stwierdzenie ma doktadniejsza, iloSciowa wersje:

Lemat 9.4. Niech M bedzie znormalizowang macierzq sqgsiedztwa za$ V wektorem
stochastycznym. Wtedy MEV to rozktad prawdopodobieristwa procesu losowego:

krok 0 W kroku 0 losujemy wierzchotek poczgtkowy wg. rozkladu wyznaczonego przez
KV, tj. wierzcholek 1 jest wylosowany z prawdopodobienstwem v;.

krok k W kazdym kolejnym kroku, jesli jestesmy w wierzchotku v, wybieramy z
takim samym pmwdogodobieristwem jednqg z krawedzi wychodzgcych z v.
=

( - —
ST %> =0 e M“«\/;li\/@

Ve (M) '\\;u Y)» 207w, REE <*>
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Definicj nkzng dla mamerzy stochastycznej M to wektor R taki, ze MR =

B oraz G el T =

.

Rankingientwierzchotka grafu jest odpowiadajaca wspotrzedna tego wektora.
B , T U
.« Slak: yortiheol Pro Ll
Innymi stowy, jest to wektor wlasny dla wartosci 1. R -weldor o n .
MR =R

Uwaga. Ranking to ,stabilny” rozktad prawdopodobienstwa, w tym sensie, ze od-
powiada prawdopodobienstwu znalezienia sie w danym wierzchotku po duzej liczbie
krokéw (ta intuicja niestety jest zawodna z paru powoddéw).

Uwaga. Zauwazmy, ze zamiast 3; r; = 1 moglibySmy wzia¢ dowolng inng niezerowsa
liczbe, ale dla 1 to daje tadng interpretacje probabilistyczna.

Chcielibysmy, zeby ranking 1stn1a1 byl jedyny oraz byl nieujemny (i zeby mozna
go byto tatwo policzy¢).

Lemat 9.6 (Istnienie rankingu). Macierz stochastyczna ma wartosé wtasng 1.

* mwwenm M owg M’- W,o% -*e yong_
rwo-ded  wloama .

M <« (w(.'\to'c/l/\—

Fakt 9.7. Jesli w grafie, ktory nie ma wierzchotkéw bez wychodzgcych krawedzi,
istniejg dwa rozne podzbiory wierzchotkow, z ktorych nie ma krawedzi wychodzgcych
poza ten zbior, to ranking nie jest jedyny.

Uwaga. W praktyce, graf internetu nie byt spéjny (teraz by¢ moze juz jest).

Poza tym wiszace wierzchotki sg problemem.
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9.2 Macierze dodatnie, PageRank

Aby zapewni¢ te warunki, zajmiemy sie inng macierza: dla znormalizowanej macierzy
sasiedztwa M rozmiaru n x n oraz liczby 0 < m < 1 definiujemy

11 1
R b R U
M=01-mM+m-|" " " 0/77

1| &

1
nJ

eanmd U

Dla odpowiedniej wartosci m ranking tej macierzy to PageRank.

1
n

Fakt 9.8. Macierz M’ jest macierzq stochastyczng. /

Uwaga. Macierz ta ma naturalng interpretacje jako proces losowy: w kazdym kroku
z prawdopodobienstwem 1 — m losujemy krawedz wychodzaca, zas z prawdopodo-
bienstwem m losujemy jednorodnie jeden ze wszystkich wierzchotkow.

Uwaga. Ponizsze definicje oraz dowody dla macierzy dodatnich sg prostszym warian-
tem ogolniejszego twierdzenia Frobeniusa-Perrona i jego dowodu.

Definicja 9.9. Mowimy, ze macierz A jest dodatma co zaplsUJemy A > 0, jesli

tki 1 t dodat qlown L
wszystkie jej elementy sg dodatnie. /- A/(oc/b\ 0(40 iy} %W v -
Lemat 9.10. Jesli A > 0 7 jest kolumnowo stochastyczna oraz AV =V to V > 0
lubV<0

» ( \
> -
fatt Gy f Qpn n:m:/\&(/l/\ 1o Arons @, \O/OL<O
= Zlal > [ Za(l laclela; | >la e,
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Lemat 9.11. Dla dwdch niezaleinych wektoréw S T € R" istnieje ich kombinacja
lintowa, ktora ma pozycje roznych znakow.
PARIVAIN

> T
oﬁg\f’T ‘”%A@
T | A
S| A 228 g W/(M:70(L

S?O\TZO \>

Cao Wwwo[é P, iLC 06u "MDL/QGO

Z

S7 O >0 2 O
1) = Sl
9((0L) QL D - o D acX
| e T
|
5+ 7). O o
LA ;
B i @“‘ °U> O
e -
ol T
i | | |
° ' | M
— O%)/ <§7 Oig \j\}nq,a,j(b\ic 04'L
(190" (LD e
Mm«\xwv L‘ & 'rl/),W’V\,L
N“":;’ = LL\/\ALOU\FD ZOM/\A{

Ledi (5 -AD)=0
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Twierdzenie 9.12. Dia stochastycznej macierzy dodatniej A mamy dimV; = 1.

P>o dechn

V- X :
3 \/ > O ‘ - N A
= o © s -
. 2v =L OL&@ V‘) OL \/ M()»i
9.3 Obliczanie rankingu
Pozostaje powiedzie¢, jak mozna policzy¢ ranking dla macierzy stochastycznej do-

datniej.

Niech A bedzie dodatnig macierza kolumnowo stochastyczng.

0.3.1 Uktad rownan

Najprostsza obserwacja, to ze skoro wymiar dimV; =1,

Fakt 9.13. Niech A > 0 bedzie macierzg kolumnowo stochastyczng. Uklad rownan

~

I

— iz =1

. & M X A

M 5~403 O(Mv’)

T
144%

ma dokladnie jedno rozwigzanie.
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Ten uktad mozna wiec rozwigzaé problematyczny jednak jest jego rozmiar.

9.3.2 Metoda iteracyjna. H/ = Q— /vv\) M+ e t“ f/]
Alternatywnie, chcemy pokazaé, ze mozna to policzy¢ jako granice (M’ )k‘? (dla
sensownie wybranego V). /7 Vo= Mty
Wezmy dowolny Wektor V > 0 o sumie wspotrzednych 1, niech R bedzie rankin-
giem. Policzmy: 3 — VAR
>0 M. = (VR ,
w(ru (V-R) v ok “\A( Y blget”
1> M Y g DD
MV (e (V-@))= My ML (T-R)= pr v (V-R)

(LT(—B 5\#—» M(v— MO
1 \/‘ﬂ): j

vV

ZdeﬁmUme 0" przestrzen hmowad wektorow, ktorych wspoétrzedne sumuja sie
do 0:
Voo = {[Ul,---,ﬁn]T 3 Zvi =0} .

Fakt 9.14. M*(V — R) € V_,. M w) € Voo
/\‘\

B i e == . \J,0
Chcemy co$ powiedzie¢ o ,, granicy” M ’“W. Skoro jest granica, to
jest potrzebna jakas odlegtosc.

Definicja 9.15. Norma ¢, | - ||, wektora V = [¢y, ..., 3,]7 to
VI, = 2 vl -
Tak zdefiniowana norma nie rosnie przy stosowaniu macieléy stochastycznych:
Fakt 9.16. Niech A bedzie macierzq stochastyczng. Wtedy dla dowolnego wektora V:
N - L, = = > >
1AV, < 1P, - W' (-2 )i, < -7 1)

W ogdlnosci mozna pokazaé, ze dla dowolnej macierzy stochastycznej A > 0 oraz

‘7 € V_, zachodzi ) Q ?
AV < (1 —e(A)[V];y

dla pewnej (dodatniej) funkcji e(A) macierzy A.

Lemat 9.17. Niech A bedzie dodatnia macierzq stochastyczng. Niech

a= max (1—-2 @ i
I<j< n 1

- 40’9 G

Niech 0 £V € V_y. Wtedy
1AV, < allV, -

R N
| fir10®)
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Niestety, oszacowanie to jest w pesymistycznym przypadku liniowo zalezne od
najmniejszego elementu A i tym samym dla macierzy M’ z algorytmu PageRank
otrzymujemy wartos¢ rzedy 1 — m/n, gdzie n jest wielkodcig grafu (u nas: rzedu
miliardéw) a m parametrem z PageRank (u nas: stala ok. 0,17). Oznacza to, ze
zbieznosé kolejnych iteracji jest bardzo wolna i w ogdlnosci potrzebujemy ©(n) ite-
racji, by zmniejszy¢ btad dwukrotnie. Tym samym cala operacja jest w ogdlnosci
niewykonalne obliczeniowo. Na szczescie, w przypadku dla macierzy M’ z PageRank
mozna pokaza¢ duzo lepsze ograniczenie:

Lemat 9.18. Niech A > 0 bedzie macierz stochastyczng (niekoniecznie dodatnig!)
rozmiaru n X n a P macierzq stochastyczng n postaci

Dla liczby rzeczywistej 0 < m < 1 m 0ZNacza macierz

M, =(1—m)A+mP |
— /7
wtedy dla wektora V € V_y zachodzi

1MV < (1 =m)|[V]]1 -
A X @(TF
O €3 « o
107 = M&omn‘ac/ﬂfoopw%

Zauwazmy tez, ze obliczanie M’ 1% jest prostsze ze wzgledu na strukture M': nasza
dodatnia macierz stochastyczna jest w istocie macierza

1+ -

11 1

(1—m)M +m i
Wiedy: | Abontt

@'M)N*M\) T
-) el s
/WV\
100.

QMOOM m

Zauwazmy, ze ten iloczyn liczy si¢ duzo prosciej: macierz M jest dos¢ rzadka. Co
wigcej, liczenie mozna zréwnolegli¢ (kazdy element MV moze by¢ liczony osobno).

Uwaga. W podobny sposéb pokazuje sie Lemat 9.18.
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9.4 Dowodd zbieznosci przy uzyciu macierzy Jordana

Nie prezentowane na wykladzie; dla zainteresowanych

9.5 Grafy silnie spdjne

M j% ZA'/\ - Mo e ML/\'EC/OK/“J[LLV\TU
RO~ .

Jedli dany na wejsciu graf jest silnie spdjny (czyli z kazdego wierzchotka da sie dojsé do
kazdego innego), to mozna pokazaé, ze dim V; = 1 nawet dla znormalizowanej ma-
cierzy sasiedztwa.

Cho¢ zatozenie o silnej spojnosci wyglada niewinnie, to w praktyce jest to bardzo
silne i rzadko spetnione zatozenie.

Definicja 9.19. Méwimy, ze (skierowany) graf jest silnie spdjny, jesli dla kazdej pary
wierzcholtkow i, j istnieje Sciezka z i do j (oraz z j do 7).

N
LY

Lemat 9.20. Dia znormalizowanej macierzy sqsiedztwa M grafu silnie spojnego o n

wierzchotkach macierz %Z?:_()l M jest dodatnig macierzqg stochastyczng.
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9.5. GRAFY SILNIE SPOJNE

625

= —_
M V=V
l,ct 1 \7

ma dim Vy

fanic
Twierdzeniféz. Jesli graf jesm, to jego znormalizowana macierz sgsiedztwa

M = %%W‘—S(T | ) el
(=10 \/ dh/w\\\/i7/( A

M N,z 1 O G
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126 > O
Uwaga. W rozdziale 9.5 pokazaliSmy, ze jesli graf jest silnie spojny, to ma jedno-
znacznie wyznaczony ranking.

Jednak nietrudno pokazaé, ze silna spéjnos¢ nie wystarcza, by zagwaranotowac
poprawno$¢é iteracyjnych metod obliczania rankingu: przyktadowo: dla grafu beda-
cego n-cyklem skierowanym ranking przydziela % kazdemu wierzchotkowi. Z drugiej
strony, dla wektora E} potegi M kEZ to wektory jednostkowe.

By zagwarantowa¢ poprawnos¢ metod iteracyjnych, nalezy dodatkowo zatozyc¢,
ze najwiekszy wspolny dzielnik wszystkich cykli w grafie to 1.

Ten problem ma tez teoretyczng interpretacje: jest to pytanie o zbieznos¢ rozktadu
do rozktadu stacjonarnego.
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Rozdziat 10

(Standardowy) iloczyn skalarny

10.1 Standardowy iloczyn skalarny

Definicja 10.1 (Standardowy iloczyn skalarny). Dla przestrzeni R" oraz wielu F” (ale
nie C") definiujemy iloczyn skalarny jako:

—»

Heolor

[171 Un]T Ul )

i UVT @ SAEURRE
W wielu wypadkach nie bedziemy rozroéznia¢ pomiedzy s rem a macierza 1 x 1:

cho¢ formalnie jest to naduzycie, owocuje duzo prostsza notacja. Dla C" definiujemy
zas:

zauwazmy, ze

n
[Ty Gl [, W) =Y G

A»—l

standardowej) dtugosci, odlegtosci

R~

Dla R" czy C" mozemy go uzy¢ do zdefiniowania
oraz prostopadtosci, kata:

dtugosé Dhugoéé¢ (norma) wektora V to
IVil=vV-V Sle
TT05 >
odleglosé Odlegtos¢é miedzy wektorami U,V to 7
U =V|

kat Kat miedzy wektorami U a Vtoae [0, 7] spelniajace warunek

— —

VU
V- 1T

prostopadtosé Dwa wektory U , v sg prostopadte, co oznaczamy jako V.U , jesli

—

V.-U=0 <

Ta definicja prostopadtosci okaze sie przydatna nawet wtedy, kiedy kat czy
dtugos¢ nie maja wiele sensu.

127
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W dalszej czesci bedziemy sie zajmowac iloczynem w wersji bez sprzezenia.
Fakt 10.2. Standardowy iloczyn skalarny jest: \/T (L

1. liniowy wzgledem kazdej wspoirzgdnej (dla wersji dla C: dla pierwszej wspot-
rzednej)

2. symetryczny, tj. U - V V.U (wersja nad C: antysymetryczny){ \J- Q‘QUK>

Lemat 10.3 (Cauchy-Schwartz). Dla U,V € R” zachodzi nieréuwnosé

U.-v<|U|-

1 rowno$¢ zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy U ] 1% sq lintowo zalezne.
Dowdéd pozostawiamy jako ¢wiczenie. ﬁF%

Definicja 10.4 (Wektory prostopadte). Dwa wektory U, V sq prostopadle, gdy U-V =
0. Zapisujemy to tez jako U LV. O V4

Lemat 10.5. Dla przestrzeni R™ podane powyzej definicje diugosci, prostopadtosci i
kata miedzy wektoramsi pokrywajq sie z tradycyjnyms.
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