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10.2 Dopetnienie ortogonalne . )
Definicja 10.6 (Dopetnienie ortogonalne). Niech U C F". Wtedy dopelnienie ortogonalne U to:
Ut ={VeF" : ¥y, ViIW}
—— —

Fakt 10.7. Jesli LIN(B) = W to Ve Wt wtedy 1 tylko wtedy, gdy 1% jest prostopadty do kazdego
wektora z B. -

ot = L)t

M
Lemat 10.8. LINLJ V)t = ker([Vi] - -« [Vi]T). [F:
Ponadto, gdy Vl, . V € F™ sq liniowo niezalezne, to dim LIN(Vl, V)t =n—m.

W szczegélnosei, VVL < 7.
1T N
Vi I V-~ l\//vu> i lor M=

T
e — M
T - o,
V.L g - M ﬂ"lﬁ-HKM m 2 M
i . _ s m-m
vl L

A "
0

\\ V)
T 7 1T ©-
o, L
K _ r?f.zz = ? N e kwt

Lemat 10.9. Niech U C F". Wtedy (U+)*+ D
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il @ =3 0> 1)
\ [ i =2
R == Wl
5 - ™3
~ \qll b -7
= { w _ N .
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N |l_\, — _/N/\ N
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Whiosek 10.10. Niech W < F". Wtedy (W+)+ = W. f
QL Wt

W <QA/J’) / 7

im W= s F7 7 A
&m\wl: = wmn W = = aan X

son (W4 2 s W |

10.3 Zastosowanie: kody korekcyjne

Liniowym kodem korekcyjnym nazywamy podprzestrzen W < F” dla skonczonego ciata [F; zwykle
dobieramy F takie, ze |F| jest potega 2. Niech k = dim W.

LﬂMMbQ é"hbg—
et . - 9% SECDED
7 1 P bidpan T

» GsSH BRSLeASY
@ ™ cn DVD
=

W =(1 W .Ll \/VLl_.. l W,.M (1o el wonce. (l_z
w? oo C ZMMO'M’
Wl =57 oo bedowe L y0 v
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Lemat 10.11. Dia kodu W istniej ro'wnowaz’ny kod W' dla ktdrego istnieje macierz generatoréw jest

s (8] (143 ¢ = (S

Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Takie kodowanie nazywamy systematycznym. Zauwazmy, ze kodowanie, jak i dekodowanie jest
duzo prostsze dla kodowania systematycznego. Prostym kodem systematycznym jest np. dodawanie
bitu kontroli parzystosci.

Okazuje sie, ze przy poprawianiu btedéw, czy nawet sprawdzaniu, czy wektor nalezy do kodu,
macierz generatoréw nie sprawdza si¢ za dobrze. Zamiast tego uzywa si¢ macierzy parzystosci:

Dla kodu W kod W+ to kod dualny. Macierz generatoréw kodu dualnego to macierz parzystodci
oryginalnego kodu. Innymi stowy: P jest macierza parzystosci W wtedy i tylko wtedy, gdy W = ker P.

To pozwala na proste sprawdzenie, czy wektor jest w kodzie. Co wiecej, najlepsze algorytmy
dekodowania zwykle oparte sg na wtasnosciach macierzy parzystosci.

el [/ 75 \?

Wwod duatusy \[\/L & AMAOLUL N g
12
\

PT-\/ \[ € W & \/é(\_/l/)

prnocitn el ki T} Gluf(P >
ponghoet iz, sgn \W
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Rozdziat 11

Ogolny iloczyn skalarny Rix?l X

Definicja 11.1 (lloczyn skalarny). Iloczyn skalarny to funkcja (-, -) :
liniowa nad F'l %Eelniaj@ca warunki:
)

. re . . > mogl 12

- (SK1) liniowa po pierwszej wspélrzednej | c

o (SK2) symetryczna, tj. (i, ) = (U,4); (np. dla F = R) lub antysymetryczny (i, ¥) = (U, @) (np. dla
=TT

S>S\_ /72 e‘@
o (SK3) (7,%) > 0dla 7 #0. LN N >’4V|\/7

Przestrzen liniowa, ktéra ma tak okreslony iloczyn skalarny, nazywamy przestrzeniq Euklidesowqg
(jesli F = R) lub unitarng (jesli F = C).

© ool
0 -Xao{\q'

(3

Definicja 11.2 (Wektory prostopadte). Dwa wektory u, U sa prostopadle, gdy (i, ¥) = 0. Zapisujemy
to tez jako u 1. ~

Definicja 11.3 (Dtugos$¢ i odlegtos¢). W przestrzenie Euklidesowej (unitarnej): . |/9

Norma (diugosé) wektora v to ||| = /(0. 7).
Odleglosé migdzy @ a ¥ to norma z (u — v), tj. || — V. <u 4 VD)
(Vo) oL PP

Przyktad 11.4.  « Tradycyjny iloczyn skalarny w R”, C" spelnia te warunki. (lall-lly )|

?\

;

121



122 ROZDZIAE 11. OGOLNY ILOCZYN SKALARNY

o W przestrzeni wielomianéw (nad R) jako iloczyn skalarny mozna wziaé catke (po odpowiednim

zakresie): e L - %}x
(u,v) = /u(as)v(z)dz
"C-t1) (oL 3
o dla zmiennych losowych XY iloczynem skalarnym jest E[X - Y], tj = - - A _Sl
XY 1
ke \/ S A =
Duzo czesciej stosuje sie jednak kowar ~
X\ = cov(X,Y) = S (X (W) — E[X]) - (Y (w) — E[Y]) - Plw]_. 2
FK] ()= SOEIGED VOB s Ny

Zauwazmy, ze formalnie nie jest to iloczyn skalarny: dla funkcji statej jest on rowny 0; formalnie
identyfikujemy funkcje przesuniete o staty. X & sfake, CoV ( a a)=0

Lemat 11.5. Jesli V jest przestrzeniq Euklidesowq (unitarng), to:
L [jev]| = J¢] - [
2. | (@i, v) | < || - [|7]] (Nierdwnosé Cauchy-Schwartz); réwnosé <= sq liniowo zalezne
3. @+ vl < |||l + 10| (Nieréwnosé Minkowsky)

4 Ol = Nlwl] < |7 — ]

TRV
- = - <
l°°”04 Ful (V1) =
(U= [+l ol
2= 43> = I@cvw (7. VST = el v

7 |11 (Val;
WES /4ut\,>l < Uttty , = = o Umiowo L.

S
1) Z:J\ (L\’” \/l{- \<,L v v> lqu\/ V>l ’OZI Wy 1=
el W= 4D e VU= \&(fw

) Lot a0 bt - i
/-\> _J\-V ?’ O
4“! U\-‘va> ’“O\z< vV, M—é\/>’

= 4“LUL)_Z¢({'L!V> “"\o_gé VL\/> > O

/7 L)y
UL > O = wtppwle <O
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11.1. BAZA ORTONORMALNA

Definicja 11.6. W przestrzeni Euklidesowej (unitarnej) dla wektoréw i, ¥ kat miedzy nimi to jedyne
| < uw | € lutte livi)

takie a € [0, 7], Ze
cos o = H(u,vl .
]| - [|7]

11.1 Baza ortonormalna
Definicja 11.7 (Ukfad (baza) ortogonalny, uktad (baza) ortonormalny). Uktad wektoréw v,. .., 1,

jest uktadem ortogonalnym, jesli dla i # j mamy (7;,v;) = 0. Jest ukladem ortonormalnym, jesli
b

dodatkowo (7, 7;) = 1.
Analoglcznle definiujemy baze ortogonalng i ortonormalng
>

To jest w pewnym sensie odpowiednik bazy standardowej w R"
Twierdzenie 11.8. Niech V bedzie skoniczenie wymiarowq przestrzenig Euklidesowq (unitarng). Wtedy

V ma baze ortonormalng.

Dowo6d wynika z bardziej technicznego lematu:
Lemat 11.9. Niech V bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzeniq FEuklidesowq (unitarng), niech B
—— )

bedzie niezaleznym ukladem ortogonalnym. Wtedy LIN(B) = V lub istnieje b/ € V \ B, taki Ze

B'=BU {I;’ } jest ortogonalny i niezalezny.
> ]} Wouc(. 6?@3’””"’"‘“%
<. . - = S
(’)_L, -y 6 A

AR .
R0 (1;6 mowDd e

@ *(ﬁb,l] katnwo  wien.
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Lemat 11.10. Niech V bedzie przestrzeniq Euklidesowq (unitarng), B = 1, . . ., U, bazg ortonormalng
aveV. Wtedy

= =
[v = AR LV, V7
® :
4\/,\//»»7

Lemat 11.11. Niech V bedzie przestrzeniq Euklidesowq (unitarng). Niech F : 'V
ksztatceniem liniowym, zas B = vy, ..., 1, bazg ortonormalng. Wtedy

bedzie prze-

Lemat 11.12. Jesli (-,-) jest iloczynem skalarnym na przestrzeni Euklidesowej (lub unitarnej) V,
B = 51, ey gn jest bazq ortonormalng, to e~
g &

(@,0) = [u]s - [V]s
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11.1. BAZA ORTONORMALNA 125

tj. warto$é iloczynu skalarnego (i, V) to standardowy iloczyn skalarny reprezentacji i oraz v.

W szezegolnosci < - _
1= lae bl Salik dero <o,

przy czym diugosé po prawej to zwykla dlugo$é wektoréw w R™ (C").

[Zu, w!

(W (ug) & ekl B
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11.2 Dopetnienie ortogonalne

Definicja 11.13 (Dopetnienie ortogonalne). Niech U C V bedzie podzbiorem przestrzeni Euklidesowej
(lub unitarnej). Wtedy dopelnienie ortogonalne U to: ( )

Ut = {7V : Vgeu 0L0}

Uwaga. Po ustaleniu bazy ortonormalnej zachodzi (i, ¥) = [il] 5 - [7]5, W szczegdlnoéei i1 € UL <=
[d]g € [U]3, przy czym w drugim przypadku jest to dopelnienie ortogonalne wzgledem standardowego
iloczynu skalarnego.

el
Tym niemniej, niektére wtasnosci nie zachodza_lub tez ich dowofhy sa bardziej zr‘od@niale w
ogblnym przypadku. Al ?I?’ é \/{, \ P w> =
VSV, = vave W '

Lyue (L dvurdhw= O
Fakt 11.14. Jesli LIN(B) = W to ¢ € Wt wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest prostopadly do kazdego
wektora z B. < oL\/, %7#\/‘ u,7

‘_P>-L L/NI%>.L :O

Lemat 11.15. Niech U C 'V, gdzie V jest przestrzeniqg Euklidesowq (lub unitarng). Wtedy

1. Ut <V jest przestrzeniq liniowg;

2. (UH D U; N u}—l— Y & L Vv ,LTZ

Ly+
>\ Q"’L _LV W u E@ )
3. UN (7Y {0} =

wellallt pegu,u>=0 = w=0
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biobu b, b
Lemat 11.16. Jesli b1 ..... bn jest bazg ortonogonalng przestrzeni Euklzdesowej lub unitarnej V, to
WV —
LIN(by, ... bp) " = LIN(M.
W szczegdlnosci, jesli W <V to MW=l amn W'LT- =l

dim(W+) = dimV — dim W .

L
bu (L by L)

-

AIATRE

LI (b 52 éQNLJ_,

/
o5 U\“\H“'Zg

1
@ € LIN(he, b NLINC ey oy ba)
/! o 20(LL; ¢S oL;aiﬁO

L T Y= o
G
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Lemat 11.17. Niech V bedzie skoniczenie-wymiarowq przestrzeniq Euklidesowq (lub unitarng) oraz

niech W < V. Wtedy . ' L
D AW Eae i, A e e W
W ’ WL < g (ot liml)
e WHW=V wsw?t) SPTRYY,

o dla kazdego wektora v € V reprezentacja ¥ = 1w + w0, , gdzie W € W i, € W jest jedyna.

L_L - \",.,L' bana oiea%om.\\/\/

b b b b b

boooo \WN =
/ boste. W

\\N'\'\\N: LIN( B.L\‘--ILIA., E’lﬂ-'tL{""( L)M):\\/

W &\ i LW 1 WE) = oliaen (W 5 ollan(W/ )
W -4\ 1 — ol (W AW )

L

\ \
WA W, = W+ W,
\ - — L
W e wiger MWW
- = -
9 5 0|
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11.3 Rzuty i rzuty prostopadte.

Definicja 11.18. Niech W < V bedzie podprzestrzenia przestrzeni Euklidesowej V. Dla wektora
7 € V niech @ + @+ bedzie rozkladem @ na sume elementéw z Vi V4.
Przyporzadkowanie ¢ — W nazywamy rzutem prostopadtym na W.

\VARES\Y, X
WWJJW\L o asowt’

P ()= 2 w wt
\WY ) N S
4-'7(__ W= L, =V
AR
:-QJ*(,./,
BN AN
/P\V\ ' Pn-uM&DN\J‘Q— VQV‘(\OLUD’ ol(/-)_,/_
- ‘ S
\V4 LY f(wLRij:VTU/
| \ I \
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V"‘w't'b)l (P_l: V—‘\/

Fakt 11.19. Niech Pw bedzie rzutem prostopadiym na W. Wtedg/

130

e rzul prostopadly P jes\ﬁednoznaoznie okreslony VH@”7 e _l,\)

A (a2 )R

. PieW \

AL S

P =1 dla e W
o Pul—=( dlo whec Wi, @ M—L
1 e

Lemat 11.20. Niech V bedzie przestrzeniq Euklidesowq (unitarng) i W < V. Rzut prostopadly na
W jest zdefiniowany jednoznacznie.
Niech P :V — 'V bedzie rzutem prostopadiym na W. Je$li by, ... be jest bazq ortogonalng W zas

bi,....b,: przestrzeni V, to
n '[_) k . 4\/ L|.> -—-0<L
i=1 R i=1 5.‘Ln--— ‘)u H.\A/
. R NS —
Uwaga. Zauwazmy, ze skoro by, ..., b, jest baza, to to definiuje P na calej przestrzeni V. ;_ <\/.b'?b .
-
Dow6d wynika z Lematu 11.16 i Lematu 11.19. V= PWV

Uwaga. Zauwazmy, ze z Lematu 11.20 wynika, ze aby policzy¢ rzut prostopadly, musimy jedynie
zna¢ baze ortonormalng W, nie jest potrzebna baza ortonormalna calej przestrzeni V.

Uwaga (Alternatywna (w petni ar(gtrakcyjna) definicja rzutu prostopadtego). Rzutem nazywamy prze-
ksztalcenie liniowe P : V — V takie ze P? = P. O rzucie P méwimy, ze jest rzutem na podprzestrzer
Im P.

Rzut jest rzutem prostopadiym jedli dla kazdego ¥ mamy P(0) L(7 — P(0)).

Latwo sprawdzi¢, ze nasza definicja rzutu prostopadtego jest zgodna w podang.

P - \¥4 =\
Pr= o

Pv L v— vV
V4

(4— v-0Pv

Pvé:

A b



