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11.4 Algorytm Grama-Schmidta ortonormalizacji bazy

Algorytm 1 Algorytm Gram-Schmidta ortonormalizacji

1: Uy < m (L Vi =1 > Normowanie
2: fori«2..n QQ/\(j Ak

3: Uy — Uy — @V:L) v] > Odjecie rzutu na przestrzen rozpieta przez vy, ..., U;_1
4 if (v, v;) = O then i

5: return Wektory sa liniowo zalezne.

6 by ¢ o =1 > Normowanie

(Vs,0s) il
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Uwaga. Ostatni krok, w ktérym ortonormalizujemy kolejne wektory, nie jest w za-
sadzie potrzebny (i mozemy dostaé baze ortogonalna), jednak w takim przypadku
musimy zmieni¢ odpowiednio wyrazenie na rzut prostopadty.

Twierdzenie 11.21. Jesli uktad na wejsciu algorytmu Grama-Schmidta byt nieza-
lezny, to uzyskane wektory sq ukiadem ortonormalnym.

Jesli uktad vy, ..., U; byl zalezny i uktad vy, ..., U;_1 byl niezaleiny, to w czasie
algorytmu przeksztatcimy U; na 0. ,
\/L ] \/N L»feg/)Mé
¥ l’ VO V/V‘

‘ VL""'/ VL" whdod offmw/wvw

!

@ L/N( \/j,.'NIJ‘ Vu) - L //\/ (VZI"'\/ VLY,)

|
(-1

v el /v (vj—l""l VQ’L) PW_J (v;\ =V
V- -P., . I(v;\: o

4

\
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Przyktad 11.22. Dla standardowego iloczynu skalarnego w R* zortonormalizujemy

uktad wektorow
{(4,4,-2,0);(1,4,1,0); (5, —4,—7,1)}

i uzupelimy go do bazy ortonormalnej.
Oznaczmy zadane wektory jako 7, U5, U3. Dokonamy ortonormalizacji bazy me-

toda Grama-Schmidta; niech ¥}, ¢}, ¥ to wektory po tym procesie.

v, = 4 h-20

1

(e w5 o roulbd =0

wrd s 9,00 = 4420, 1,0
\,L’/(i“q‘l‘07
(1.u 1,00 = <u v, vy

1

3(2,2,-1.0) (L4, L106)

W
=(-1,2,2.0)
RTINS e

v - 45/( -1.2,20) vi 242 2-1.0)

V(5 -h A L) % (L(Z;’L‘O) > % (10-&7,):3

%
L(5.n L) (L 22 0)= L (-5-8 - 417>:~f;
— Y 7

—

-0 ) (2210 B(-1226)  (0,01,0)
-(0,0,0 1) vw.'= (00,0, L)
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Lemat 11.23. Jesli baza B powstaje z bazy A przez ortonormalizacje Grama-Schmidta,
to Mpa © Map sqg macierzami gornotrojkgtnymsi. Ponadto majg one dodatnie ele-

menty na przekgtnej. AN
Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie. MA & E\D\
Mo g TN
11.5 Zastosowania: geometria L&

11.5.1 Reprezentacja przez dopetnienie ortogonalna

Dopelnienie ortogonalne jest dobrym sposobem reprezentacji plaszczyzn/prostych
itp.: dla danej ptaszczyzny W reprezentujemy ja jako baze W+. Reprezentacja ta
jest o tyle dobra, ze mozna tatwo przecinac tak zadane przestrzenie: dla W, W, ich
przeciecie to (W +Ws )L, Zwartg reprezentacje otrzymujemy przez ortonormalizacje
sumy baz Wi, Wi

A
(o)
)
\\Mi— = Wy + \\Wzl
/7

Plaszczyzny reprezentowane sg w ten sposoéb jako jeden wektor, czesto w CADach
linie trzyma si¢ jako przecigcie ptaszczyzn.

11.5.2 Symetrie

Macierz symetrii wzgledem prostej do$¢ tatwo zadac uzywajac rz(LStu: symetria wzgle-
dem W wyraza sie jako 2Pw — Id. N A

\//2, ( v-P. (V))

11.5.3 Regresja liniowa — ~2PW)-V

D
é\ZP(\/)’V

Zalézmy, ze mamy dwie zmienne losowe X, Y (np.: cena mieszkag 1 powierzchnia
mieszkania). Dla uproszczenia zaktadamy, ze zmienne sa unormowane:
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wartos$¢ oczekiwana majg warto$¢ oczekiwang réwna 0

X=X -ELX]
E[X] = E[Y] =0 .

wariancja maja wariancje rowng 1

E[ v ]

Var[X] = Var[Y] =1 . 1 EE%] o

Chcemy policzy¢ ,najlepsze” [, takie ze X = BY. Co to znaczy najlepsze? W

tym konkretnym problemie chcemy zminimalizowa¢ kwadrat btedu, czyli
E[(X — 8Y)?] = Var[X — Y]

(bo obie zmienne maja wartos¢ oczekiwang 0)

-
; 0
Fix]-ELY] = O Lowsmomye Clo-crgn 0/(4,,/(41,«%1/
ELXe Yy (20 (%] 234
BN
X Y i

s "X v Z2-
; OZ >/ X 2 \)\,D()
Eﬂp:py] I X=@Y, X=B7>

=L Y ( ‘?)‘/ 7y @ - >\/>
’\L’>f LAB)Y \‘L> < 7D
/) é C LN, BB
el 77

(497 <Yv>

O

:_<\/L
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Rozdziat 12

lzometrie, macierze ortogonalne

12.1 lzometrie

Definicja 12.1 (lzometria). Przeksztalcenie liniowe F' : V. — V na przestrzeni li-
niowej V z iloczynem skalarnym (-, -), nazywamy izometrig, jesli zachowuje iloczyn
skalarny, tj. dla kazdych dwéch wektoréw u, v € V zachodzi:

(FU, Fu) = (U, 1)
Przyktad 12.2. « obrot o kat a (na ptaszczyznie)
e symetria wzgledem prostej
o symetria wzgledem ptaszczyzny
o symetria wzgledem punktu

Lemat 12.3. Przeksztalcenie F' jest izometrig wtedy i tylko wtedy gdy zachowuje
dtugosé, tj. dla kazdego v € V mamy || F(V)| = ||7]].

Przeksztatcenie F' jest izometrig wtedy 1 tylko wtedy gdy zachowuje iloczyn ska-
larny elementow z bazy.

149
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12.2 Macierze ortogonalne

Definicja 12.4. Macierz kwadratowa nazywamy ortogonalng, jesli jej kolumny sa
parami ortogonalne oraz sa dtugosci 1 (w standardowym iloczynie skalarnym).

HIH Uhar odonermang

Lemat 12.5. M jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy gdy M't=MT,

T A k. VAE \/T\/{,
(MTm) = Mt
] T SAEN N

H
( -
= ™M O%O&QW R <O C/?d
NTEE L 1 C=g4
: T-ﬂ 1T <O LA g ¢
Qj/\f*/)tdv g
[d 4
T ™Ml = ™'z M~
T - : O L iy ;
& ™M= p % P l"h‘”&:( | L‘:: =) W(u(%s:k Lot
LMTvM)\,;< C-)L_C:‘d' MO%DWW
\\

't > M M oi«ﬂ&om

Lemat 12.6. Macierze ortogonalne sq zamkniete na mnozenie, transponowanie i na
branie macierzy odwrotnej.

Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 12.7. M jest macierzq ortogonalng wtedy i tylko wtedy gdy indukowane przez
niq przeksztatcenie liniowe Lyy : V +— MV jest izometrig (dla standardowego ilo-
czynu skalarnego).
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Lemat 12.8. Niech B = {51, o) gn} bedzie bazqg ortonormalng.
F jest izometrig <= Mpp(F') jest macierzq ortogonalng. W szczegdlnosci,
MBB(F>_1 to MBB(F)T.

= -

(’L;'"‘l é""
M%‘S(L> = Z:G GL)B/Q:LL)%/"‘ /C‘:éM)BI
(Fli)ar (Fhilg= < Fhi, FoD 226005 L
| ) Han(F) g oogomolua
& Mag(F) g odogombia
(¢

(F)er(Fbg) s 42 ¢
I

<FL, FhY = Lo, 6D i

o, OEUC

=) t K’d’ Q,OMAD{IL\Q

M oAgernhuo. &V MV 4 omedag

= e > T%%(P) gk ofago melus,
lomx/owﬂm
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Rozdziat 13

Macierze dodatnio okreslone:
zadawanie iloczynu skalarnego przez macierz

N v -L320, T 7 v>s

&4 -
RAD
Definicja 13.1 (Macierz iloczynu skalarnego, macierz Grama): Dla bazy B = 1, ..., 9,

oraz iloczynu skalarnego (-, -) okreslamy macierz tego iloczynu w bazie B jako

W= T,
v % VA

Lemat 13.2. Niech B: baza przestrzeni z iloczynem skalarnym (-,-). Wtedy

(@) = (@M (@) (wv= U Vv

153
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Definicja 13.3 (Funkcjonat dwuliniowy, forma dwuliniowa). Niech V bedzie przestrze-
nig liniowa nad ciatem [F.

Funkcja F' : VxV — F jest funkcjonatem dwuliniowym (forma dwuliniows), jesli
jest liniowa po kazdej wspotrzednej, tj.:

Lemat 13.4. Niech F' bedzie funkcjonatem dwuliniowym a B = vy, ...,v, bazq prze-
strzent V. Wtedy F' jest jednoznacznie zadany przez macierz

MP(F) = (F(05,6))ij=1,.n -

.....

Co wiecey, 7
(P (d,7) = [@50M (F) (il
W szczegolnosci, dla dwoch funkcjonatow dwuliniowych F,G zachodzi F = G
wtedy i tylko wtedy, gdy MP(F) = MB(G).

=24 v¢
VLZQJV

Fled=F( 24 v, T Gve)= Z o B t(s:\v/)
&T)gsMBC\JB <2@f§ é}e\ﬁr}(@ g
= 2o ®; QE 1 t>
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Lemat 13.5. Jesli F' jest funkcjonatem dwuliniowym, zas A, B sq dwiema bazami,
to

MP(F) = M ,M*(F)Mp, ,

gdzie Mpa to macierz zmianhy baV do A.
Arro

Jomligouely
@B( )@( ;

Ftuv)= (u)] l"’%(\/)g = ?/(u,v): (V)gl/(
b, b €Q /
(g™ (00)g

Pl ) (k3 MW%HM (604" M (F) (1)
::@ )B’@ ﬁ: = <€:‘b“')d

Jako wniosek otrzymujemy.
Whiosek 13.6. Niech A, B to dwie bazy przestrzeni Euklidesowej. Wtedy

MB = ML MAMp, |

gdzie Mp4 to macierz zmiany bazy.

)(a )ﬁ

Fakt 13.7. Dla bazy ortnormalnej B dla iloczynu skalarnego {-,-) mamy MP = 1d.

CMB>('&; L by, byoe { :
e =l

[;J
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Definicja 13.8 (Macierz dodatnio okreslona). Macierz M wymiaru n X n jest dodatnio
okreslona, jedli funkcja (-,-) : (R")?> — R okre$lona jako

(@,7) — @' Mv
jest iloczynem skalarnym na R".

Dla jakich macierzy to jest dobra definicja?

Zu v = 4\/| WD
<Ll t> Ly ED

N\

Fakt 13.9. Macierz M jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy:
1. jest symetryczna oraz

2. dla kazdego wektora v # 0 zachodzi

Lemat 13.10. M jest dodatnio okreslona <= M = AT A dla pewnej odwracalnej
macierzy A.

Takie A mozna efektywnie uzyskac z dodatnio okreslonej symetrycznej macierzy
M.
Co wiecej, istnieje takie A, ktore jest gorno-trojkgtne i je rowniez mozna efektyw-

nie uzyskac. TA il \Lm’J: (ij
é M = ATP T < @T/})l‘: AT \C:, (>0 e prh
Ve V)= (AV)T(Av)

A'OO(M?OL@/W\I\/io A\/#O

(a7 ()= (o ()= llpul" > ©



V)

30
M = decdstio  olerbone M= A" )

H Wy hoUle. Uo'dbg‘m allwkq/v.%/

V) < bone foiommmm

ERIIER O A
N

N
M= M
N
MP (F) = ld LoidyD
| T SR
M= ME(R)= Mg MBI M = Meg Meg

Oﬂj(o%,,owﬂzqog( GS = = A/




Twierdzenie 13.11 (Rozktad Cholesky'ego). Dia macierzy dodatnio okreslonej M
istnieje jedyne A gornotrojkgtne o dodatnich elementach na przekgtnej, takie ze M =
AT A.

Takq reprezentacje nazywamy rozktadem Cholesky’ego, co wiecej, mozna jg efek-
tywnie wyliczyc.

Algorytm wyliczajacy taka macierz jest zadaniem na ¢wiczenia. Algorytm ten
pokazuje tez jedyno$é takiej macierzy.

Istnieja tez inne wydajne sposoby sprawdzania, czy macierz jest dodatnio okre-
slona.

Bedziemy korzystaé¢ z prostego faktu (Lemat i dowéd pominiety na wykladzie):

Lemat 13.12. Macierz M jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
baza By, ..., B, taka Ze

o dla 1 # j mamy B:TMB?J =0,
o dla kazdego 1 mamy B’ZTMBZ =1.

Innymi stowy, istnieje ,,baza ortonormalna” dla ,,iloczynu skalarnego” zadanego przez
M.

Dowdd. & Jesli M jest dodatnio okreslona, to zadane iloczyn skalarny, dla ktorego
istnieje baza ortonormalna él, ] én; ta baza spetnia warunki zadania.

@& Niech Fj; bedzie forma dwuliniows zadana przez M i M4 oznacza macierz tej
formy w bazie A. Oczywiécie M¥ = M, gdzie E to baza standardowa.

Niech B = (El, - én) bedzie bazg jak w tresci zadania. Wtedy M? =1d i w
takim razie

M= MF = ME,MPMpp == ML, Mgg
i tym samym M jest dodatnio okreslona. ]

Dla macierzy M niech M} oznacza macierz k x k ktora jest ,w lewym gérnym
rogu” macierzy M.

Twierdzenie 13.13 (Kryterium Sylvestera). Symetryczna macierz M jest dodatnio

okreslona <= dla kazdego k = 1,2,...,n macierz My spetnia det(My) > 0.
M. e xle

Hh < mewerr L/(.V{« . séd§4<%7 5(,0

7

M B ATAL = 16T 8l aBo
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Do charakteryzacji macierzy dodatnio okreslonych mozna tez podejs¢ inaczej —
od strony wartosci wtasnych:

Twierdzenie 13.14. Symetryczna macierz liczb rzeczywistych M jest dodatnio okre-
slona wtedy i tylko wtedy, gdy ma same dodatnie wartosci wtasne.

Dodatnio-okreslona macierz (liczb rzeczywistych) mozna ,spierwiastkowacé”:

Whiosek 13.15. Dla dodatnio okreslonej macierzy liczb rzeczywistych M istnieje ma-
cierz N, taka ze M = N2.

Dowéd. Niech M = A 'DA, gdzie D jest macierzg przekagtniowa, ma ona same

dodatnie wartosci A1,...,\, na przekatnej. Wezmy D’: przekatniowa o elementach
VA1, ...,V A, na przekatnej i macierz N = A1 D'A. Wtedy N? = M. []
-1
A D A=M

13.1 PCA raz jeszcze

Przypomnijmy:

Na wejsciu otrzymujemy kolekcje (m) zdjeé twarzy ludzi, traktujemy je jako wek-
tory wymiaru n = 256 - 256 z R". Na wszystkie razem traktujemy jako macierz
M wymiaru n X m. Obrazy sg usrednione, tzn. dla kazdego wektora zakladamy, ze

>i v = 0. MG | etbory homny

r v Zwg:0 (Mo

)/—

cﬂ/wwg:v ‘ “\/“:i
'_ZuPVM;Hl & panhegnotne

Z MoV V) e e b
Z \/\/\/

1
= 2 (Mev) :_2@4:7\/ >&:7<”7TV)' (N;TV)
y \/. \-\ e

-—






