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Rozdziat 14

Grupy

14.1 Automorfizmy

Definicja 14.1 (Grupa przeksztatcen (automorfizméw) obiektu). Dla danego z obiektu
kombinatorycznego S jego grupa przeksztalcen (symetrii, automorfizmow) G =
Aut(S) powinna spetniaé nastepujaco warunki

o przeksztatcenie identycznosciowe e jest w G
e jesli p1, o € G to te przeksztatcenia mozna ztozyé uzyskujac ¢ = p1 09 € G
o dla kazdego ¢ € G istnieje ¢! takie ze ¢ 1o = pp ! =¢
Przyktad 14.2. 1. kwadrat i jego obroty
2. kwadrat i jego symetrie

3. dwudziestoscian foremny i jego obroty

e

macierz n X n i mnozenie przez macierze odwracalne

<t

macierz n X n i mnozenie przez macierze odwracalne o wyznaczniku 1

&

macierz n X n i mnozenie przez macierze odwracalne o module wyznacznika

| —

rownym 1
7. Z i dodawania elementéw z Z
8. Z, i dodawanie elementév; z 1y
9. Z, \ {0} z mnozeniem przez niezerowe elementy w Z,
10. X i bijekcje z X w X
11. zbiér {1,2,...,n} i jego permutacje
12. 2n-kat foremny i jego symetrie

13. 2n-kat foremny i jego obroty

161



162 ROZDZIAL 14. GRUPY

14.2 Grupa Y ! LS i S S}

Y3 %4 3 8y
Definicja 14.3 (Grupa). Zbiér (G, ), gdzie - : G x (¢ — (G jest dziataniem dwuargu-
mentowym jest grupg, gdy:

{ l
lacznosé dziatanie - jest taczne; (% . \/LS' h = % '@\ 0 LL)

element neutralny istnieje element neutralny e taki Ze dla kazdego g € G mamy

,'_gEI 69297 V% %ct- ,% %_
element odwrotny dla kazdego ¢ € G istnieje ¢~! spetiajacy ¢ g = gg~!

Jesli - jest przemienne, to méwimy o grupie przemiennej (abeloweyj). . " +b
at
Uwaga. Alternatywnie mozemy zdefiniowa¢ grupe tak, ze ma ona dodatkowo jedna
operacje unarng: | : G — G (branie elementu odwrotnego) oraz jedna stata: e. Te
operacje maja speinia¢ warunki podane w Definicji 14.3. <C> l "« 4'(@)
)
o FElement prawostronnie odwrotny jest tez lewostronnie odwrotny.
22 glh=e = he=¢e

o Identycznosc jest jedyna.\J % & e% %

Lemat 14.4. « FElement odwrotny w grupie GG jest jedyny.

 Réwnanie dx)=b oraz b majg dokiadnie jedno rozwigzanie.

.‘A'WYAN 8 (’," ok MMM}&/

| 6' (’,Ld M‘QW{.’TD.MQ/ .
¢ ce—||——
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Przyktad 14.5.  {1,3,5,7} z mnozeniem mod 8 [Grupa Kleina]
e obroty kwadratu
e symetrie kwadratu
e obroty dwudziestoscianu foremnego
 odwracalne macierze n X n (z mnozeniem)
« macierze n X n o wyznaczniku 1 (z mnozeniem)
« macierze n X n o module wyznacznika réwnym 1 (z mnozeniem)
« ortogonalne macierze n X n (z mnozeniem )
e 7 z dodawaniem
e /7, z dodawaniem modulo n
e Z,\ {0} z mnozeniem (p — liczba pierwsza)
e bijekcje z X w X
« permutacje zbioru {1,2,...,n}
o obroty i symetrie 2n-kata foremnego

« obroty 2n-kata foremnego

14.2.1 Potgrupy

W ogdlnosci rozwaza sie tez monoidy (pétgrupy), w ktérych nie zaktadamy istnienia
elementu odwrotnego (elementu odwrotnego ani identycznosci).

14.3 Tabelka dziatan (mnozenia)

Definicja 14.6 (Tabela dziatan). Tabela dziatan dla grupy G podaje wprost wszystkie
mozliwe |G|*> wynikéw mnozenia.

Przyktad 14.7 (Tabela dziatan dla grupy Kleina). (* E) \ k

A Nl
\ c,o‘;
@
P
e
o

g-‘*a('“ 1.3=%

O

+*

‘l
oY v,



164 ROZDZIAL 14. GRUPY

Fakt 14.8. « KaZdy wiersz i kazda kolumna w tabelce dzialan jest permutacjq
elementow z G.

o Dwa rézZne wiersze (dwie rozne kolumny) sq rézne.

o Musi byc¢ doktadnie jeden wiersz (kolumna) w ktdrej permutacja jest identycz-
nosciq.

Definicja 14.9 (lloczyn kartezjanski grup; produkt prosty). Dla grup G, H przez G x H
. . . . Ve \-
oznaczamy grupe na zbiorze G X H i dziataniu po wspoétrzednych
< .
(9.1) - (¢, ') = (99, ")
6rH
Definicje rozszerzamy naturalnie na iloczyn kartezjanski dowolnej ilosci grup.

14.4 Homomorfizm, Izomorfizm %q Vigirma ZLTZZ,

Definicja 14.10 (Homomorfizm, izomorfizm grup). Operacje ¢ : G — H nazywamy
homomorfizmem grup, jesli zachowuje dziatanie grupowe, tj. gp(abfz go(a)&)'(b)
© jest izomorfizmem, jedli istnieje ¢ ! ktére jest przeksztatceniem odwrotnym i
homomorfizmem (w szczegdlnosci: ¢, ! sg bijekcjami). .
At:M A

Przykfad 14.11. e« Izomorfizm: grupa Kleina oraz Zs X Zo. AT(H B |t Al
-oAeX B

e Homomorfizm: macierze odwracalne rozmiaru n X n nad F M — det M

e Homomorfizm: Zs X 7o na pierwsza wspoélrzedna. = X 2, = /5

e Homomorfizm: Macierze odwracalne }v m&lxcierze AO Wyinacz-ré’_iilé_— +1: (M)
M| det(DM)]. M2 M/IM B)> B2 b B
L \\Af((s)( (\A l( ’F
o Homomorfizm: Macierze o wyznaczniku o module 1 w macierze o wyznaczhiku
1: (M) = M/ det(M). Z,_lf’
o Homomorfizm: Obroty i symetrie kwadratu w Zs: czy zmieniaja orientacje, czy

nie (tzn. symetrie w —1, obroty w 1). < QL 4 "\4)" 1DZ- L
em

2 G Z 3 9
Lemat 14.12. Homomorfizm przeprowadza element neutralny (odwrotny) w neu-

tralny (odwmtn:y). (6,- ) ( G e | ‘-‘—/C)

-
G > #H o Hommormorfinm 2acMawje obomouia
e, 2 ¢y 9,lc ¢ [qu = “@‘A =04 el ph)

= olul p(3) o(u)
-1 -1 et eldl ¢
% P @L‘d)) 62;@ ?g,—‘—g —/-3‘1

4° W

i
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14.5. RZAD ELEMENTU 165

14.5 Rzad elementu C cC=C

Definicja 14.13 (Potega, rzad). Potega elementu a nazywamy dowolny element po-
staci a”, gdzie n € Z. Dlan =0 oznaczaone,dlan > 1:a"=a-a---a, dlan <O0:

. & I __i N n razy
a" = (a” )" o ™SO O-h:@

Rzad elementu to najmniejsza dodatnia potega n taka ze o = e¢. Rzad elementu
jest nieskoniczony (nieokreslony), jesli nie ma takiego skonczonego n.

Rzad grupy to ilosé jej elementéw (moze, ale nie musi, by¢ skoniczony).

Fakt 14.14. Rzqd a i r2qgd a™ ' jest taki sam. ( »
e s de (o) £ ,
] R | - L W [¢ = a
C = al-a o Lo = oobrsolar do o [¢ 2w (.)SL'
Fakt 14.15. W grupie skoniczonej kazdy element ma rzqd skonczony.

Z %L :%h‘ /,?'i L>LL>O
~L N

L T N A |

2 $1 79"

?‘ %,“1 %,“'L [>L>0
",1 (-15bk-12 O

L & e‘wnﬂ ?our’('I)l’TwVVtQ, ab:'_?/

¢ %

Lemat 14.16. Jesli a € G ma skoriczony rzqd p, to a* =e <= p|l.
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14.6 Podgrupy

Definicja 14.17 (Podgrupa). H jest podgrupa G, co zapisujemy jako H < G, gdy
H C (G oraz jest grupa.

Uwaga. Nie wystarczy, ze H C G i ze jest zamknieta na dziatanie: moze nie zawieraé
elementu odwrotnego!  J113..) € Z 2o, mo dialondie
P e —

Uwaga. Dla alternatywnej definicji (z dodatkowa operacja branie elementu odwrot-
nego oraz elementem neutralnym) juz wystarczy, bo wtedy to sa formalnie dziatania.

Przyktad 14.18. e« Grupa obrotéw 2n kata w grupie symetrii 2n kata.

» Dodawanie liczb parzystych w Z.

ZQ X {O} WZQ XZQ.

Macierze o wyznaczniku o module 1 w macierzach odwracalnych.

Macierze o wyznaczniku 1 w macierzach odwracalnych.

Macierze ortogonalne w macierzach odwracalnych.

Lemat 14.19. W grupie skonczonej G niepusty zbior H jest podgrupg wtedy i tylko
wtedy gdy jest zamkniety na dzialanie.

W grupie, w ktorej rzqd kazdego elementu jest skoriczony, niepusty podzbior H
jest podgrupaq wtédy 1 tylko wiedy gdy jest zamkniety na dziatanie.

He B Wt s Dy
Moo H:i wowm. md  dnialarse
= ‘H @,*AAM()LM'W

Definicja 14.20 (Generowanie). Dla grupy (& oraz zbioru A C ' podgrupa genero-
wana przez A, oznaczana jako (A), to najmniejsza podgrupa G zawierajaca A. W
takim wypadku méwimy, ze A to zbiér generatoréw tej podgrupy.

2, (24687 = Linkgpan
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Przyktad 14.21. o Z = (1) = (3,5) 15 -4-3-5= 1

« grupa obrotow kwadratu jest generowana przez obrot o 90°

e grupa obrotéw i symetrii kwadratu jest generowana przez obrét o 90° i dowolna

symetrie. = el
l QL q‘ N
Fakt 14.22. (2723 - 27) 7 = (D (x50 - (7)™ L oL N
a G a &
Definicja 14.23 (Posta¢ zredukowana). Niech ay, . .., a;. € G. O iloczynie at'ab' - - - att
méwimy, ze jest w postaci zredukowanes, jedli a; ¢ {a, i, ai11} dla kazdego mozliwego
1 oraz ¢; # 0 dla kazdego 1. -2 S
27& g QsCt CLS_'— anS - lé-' 030-3

Uwaga. Zauwazmy, ze jest mozliwe, ze zachodza jakie$ redukcje pomiedzy af" oraz
afjf czy mozliwe jest wyrazenie jakiegos podciggu w inny sposob.
Np. dla aq :raz a9 :@i@g ajay> Jest w postaci zredukowanej, pomimo

‘;)a2_2 = e. % 2
-2
(0.3 7 =)
Lemat 14.24. Rozwazmy ciggu elementow aﬁl as' - ak oraz nastepujgce requty prze-
pisywania:

tego, ze a

, jesli a; = a;jyq

7 =t
. a ‘alt = e

, jesli a; = a;

¢ CL? — € @ 6 <a 0 C
e, L e
Wtedy uzyskane konicowy ciqg a; a; -+ -a; :
C\C 7

((Cft)-k‘—q‘“)

o nie zalezy od kolejnosci wykonania redukeji (utozsamiamy a® z (a1)7F).

e jest w postaci zredukowanej &

bole ... g — gl &
° al a2 . k: _ailaw ..aij_ é""‘

Ponadto, a;,,ai,, ..., a;; jest podciggiem ai, as, . .., ax.
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> &
Lemat 14.25. Dia zbioru generatoréw X podgrupa (X) to dokladnie zbior elementow
postaci:

(%)

(X)={aiay-af 1 k20,21, .00 €X, 21,..., 2 €L},

X e oled eiveduliowara.

bez zmniejszenia ogolnosci mozna dodatkowo zatoZyc, zZe wszystkie elementy sq w
¢ - 0 /

ostaci zredukowanej.

F ! X< 6 <

(%) €&

CF) = aup
. Q.OAMWMM

2y 71 Ze Ly
Xy ¥ - ATRE STPRRSS

(-h\ P’ é" S i lh;?l 2
L, Zu ) —2u Ly L
QLJ\W i YL Y ¥ LY " e i

14.7 Grupa cykliczna

Definicja 14.26 (Grupa cykliczna). Grupa G jest grupg cykliczng, gdy G = ({a}) dla
pewnego a € G, tzn. jest generowana przez jeden element.

Uwaga. Grupa cykliczna nie musi by¢ skoniczona: Z = (1). Dzieje sie tak dlatego, ze
dla generatora dopuszczamy tez ujemne potegi. (Z . »)

Fakt 14.27. Kazda grupa cykliczna jest przemienna.
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Lemat 14.28. Dia kaidego n < oo wszystkie grupy cykliczne rzedu n sq izomor-
ficzne (z (Zn,+)). Wszystkie grupy cykliczne nieskonczonego rzedu sq izomorficzne

(2 (Z,+)). ( \
m -

4%7 | 6= s %91%L|%7|-'-/% !

2
O 4 2 _.. ptL

% (-tl >m %Q*J) AN o
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Lemat 14.29. Podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

14.8 Grupa wolna . ["1:/@/

Definicja 14.30 (Grupa wolna). Niech I' ' = {a"! : a € I'} bedzie roztaczne z I,
Grupa G o zbiorze generatoréw I' jest wolna (wolnie generowana przez I') jesli
dla dowolnego stowa w € (I UT™!)* w postaci zredukowanej zachodzi N

a,(v -a b
obba( 7 bca
przy czym pierwsza rownos¢ oznacza rownos¢ w grupie, zas druga rownosé stow w
(Tul~hH*

w=ge — W=¢
-~

Dla potrzeb tego rozdzialu, ponizej nf(w) oznacza postaé zredukowana w.

Lemat 14.31 (Konstrukcja grupy wolnej). Niech 3 to zbior réznych elementow (liter),
YU = {at : a € X} bedzie rozlgezny z X, Rozpatrzmy zbiér nf((X U X71)%)
wszystkich stéw zredukowanych z (X U X™H*. Mnozenie elementéw u - w to postaé
zredukowana nf (uw) stowa uw.

Tak zdefiniowana grupa jest grupg wolng (o generatorach ).

Kazda grupa wolna jest izomorficzna z tak skonstruowang grupg wolng.

.MLKZ s )-)L> MRS U o

Andodowic g omg ‘ ML(@Z J

- k. d. /WMimlM,, —> i
. J ->

O =abco.._co

~4
a .

>
l,) Mf—(w ML(Q( w“))

(= ) N e

\

%

N Lc~!- L‘L“-L
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Twierdzenie 14.32 (Nielsen-Schreier). Kazda podgrupa grupy wolnej jest wolna.

atd bhab “mmb L

S 4
N b e b
Lemat 14.33. Niechwy, ..., w, € (BUS™Y* bedg w postaci zredukowanej (jako stowa
nad YUL ™). Niech wi'ws - - - w' bedzie w postaci zredukowanej oraz nf (wilws - - - wir) =

e. Wtedy istniejg u,v,w € {wy,wy?, ..., wy, w[l}, takie Ze w uvw istnieje cigg skro-
cen, ktory skraca cale v, tj. istniejg u',u”, w',w” w postaci zredukowanej, takie ze

u=uu", v= W), w=ww" oraz u L szystkie rownosci to
rownosci stow). A

(—

Ry Pl Pieg o
% : ;
Sy I‘L/D(Ul A¢ W 064'%4(,6_ O,:_,_L'UD‘:,(!_

rroﬁumg {,/aquc \wa(.r,alunybw 4)2 WXAAAM p-(‘.a,waw

ﬁ\ﬁﬂ -
Loy \Jmcd.a 6 ¢

crf
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Rozdziat 15

Grupy permutacji

Definicja 15.1. Grupa permutacji S,, to zbior wszystkich bijekcji ze zbior {1,2,...,n}
w siebie; operacja jest sktadanie funkcji, tj.

(0" - 0)(i) = o' (o (i)

Permutacje zapisujemy jako dwuwierszowa tabelke:
( 1 2 3 - =n )
o(l) a(2) o(3) -+ o(n)
Przyktad 15.2. Permutacje Sj:
P2 34 P2 34
(2314)'(3-142) (4_2 < }
7 takiej reprezentacji tatwo wyliczy¢ permutacje odwrotna: wystarczy zamienié

miejscami i przesortowac kolumny.

42,%‘1 2 14
1 L] L 24

e ,> 1130)
3 1 7,14 4L 34
\}‘.\ L b’rfb'k'af“ A Aowr .

iR 4 2 34 L

e \\. LL‘—]?L, 2,711
Ll l\

7 dokladnoscia do izomorfizmu kazda grupa jest grupa permutacii.

Twierdzenie 15.3 (Cayley). Dla kazdej grupy G (o n elementach) istnieje podgrupa

Sy tzomorficzna z G. i
G = HLS

173 - lél
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15.1 Rozktad permutacji na cykle

Definicja 15.4 (cykl). Cykl o to taka permutacja, ze istnieja elementy aq, ..., a,, ze
o(a;) = a;41 (gdzie o(a,) = a1) a na innych elementach jest identycznoscia. Cykl
taki zapisujemy jako (ai,as,...,a,). Elementy {ai,...,a,} to dziedzina cyklu lub
nosnik cyklu, méwimy tez o cyklu na elementach {aq, ..., a,}.

Diugo$é cyklu (aq, ..., a,) to n.

Cykle sa rozlgczne, gdy ich nosniki nie maja takich wspoélnego elementu.

Transpozycja to cykl dwuelementowy. Transpozycja elementow sgsiednich to trans-

pozycja postaci (i,7 + 1).

(% T G(10= ¢  Gli)=c
G,?—) G("D =S C:ng
- g (5)=12
(L) (4S8
(0%)
Lemat 15.5. 1. Rzqd cyklu dlugosci k to k.
2. Dla cyklu (a1, . .., a,) permutacja odwrotna to (ay, ..., a,) "t = (@, @y 1,...,02,01) =
(ag,...,a,)" L

3. Jesdli {c;}F_, sq parami roztgcznymi cyklami, to c; ci, - - - c;, jest tg samq permu-
tacjq, niezaleinie od wyboru permutacyi i1, . ..,1; liczb 1,... k.

4. Jesli {e;}r_, sq parami rozlgcznymi cyklami, to rzqd ci---c; to nww rzedéw

poszczeqolnych cykli cq, . .., cp.
5. Jedli o0 = cico- - - ¢, gdzie ci, ..., sq parami roxdgcanymi cyklami , to o= =
- —1

Cl CQ " Ck’ .

G Lq-\—lqll:-h':qk)

L -
74 AL
i ¢ N ot b

k R . . Lh
S &Eﬁacg(““m (ol - ( A= copxlele
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Twierdzenie 15.6. 1. KaZda permutacja o jednoznacznie (z dokladnoscig do ko-
lejnosci cykli) rozklada sie na rozlgezne cykle.

\
o 2. Cykl dlugosci k jest ztozeniem k — 1 transpozycji.

3. Kazda transpozycja jest zlozeniem nieparzystej liczby transpozycji elementow
sqsiednich (niekoniecznie rozlgeznych).

4. Kazda permutacja da sie przedstawié jako zloZenie transpozycji (niekoniecznie
roztgcznych).

5. Kazda permutacja da sie przedstawié jako zlozenie transpozycji sqsiednich (nie-
koniecznie rozlgcznych).

6. Grupa S, jest generowana przez zbior transpozycji (sqsiednich).

Al @Z ~

12525532 ¢ 6. ..
trz2)

. L =73 e T —7/\
S P [
sMN:=S / s (3)=2
6—(;‘” =T Q{ S x)=%#

5 =35(5)

e

(C l—’".a.f > UJAAO(/TLL"IQWIO’;W\C ((»'J—)
'lnvwm?ouéua,

(1) ok
(¢ KAL) 1

(.m0 })5 (tlm) (cu,___,é )
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