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15.1. ROZKEAD PERMUTACJI NA CYKLE 175

Twierdzenie 15.6. 1. Kazda permutacja o jednoznacznie (z dokladnoscig do ko-
lejnosci cykli) rozklada sie na rozlgezne cykle.

2. Cykl dtugosci k jest ztozeniem k — 1 transpozycji.

3. Kazda transpozycja jest zlozeniem nieparzystej liczby transpozycji elementow
sqsiednich (niekoniecznie rozlgeznych).

4. Kazda permutacja da sie przedstawié jako zloZenie transpozycji (niekoniecznie
roztgcznych).

5. Kazda permutacja da sie przedstawié jako zlozenie transpozycji sqsiednich (nie-
koniecznie rozlgcznych).

6. Grupa S, jest generowana przez zbior transpozycji (sqsiednich).
loui Ja Vmic.ol:a&wlm deols e e UJ/(J‘(I_ rorl

® Py l
N 23 a5 7 m C r[)l C )

5 + 5 C )

_7)
To do mlod

vﬂg) T % 7/6_(0!) v
6((.\ \J

Ylegrmome
()¢ SYHe ) cfzw :

(0, <t ooy ) (ybd loA-cf)

(M%‘& '(&IE*L) M VA { 1r

(LA Gat, o g) = (8 e })
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176 ROZDZIAL 15. GRUPY PERMUTACJI

Uwaga. Od teraz alternatywnym sposobem zapisu permutacji jest podanie jej jako
iloczynu cykli roztacznych. Np.:
12345678 9 1011 12 13 14 _
7541231311014 9 6 2 11 8 )

- (1A (2,534 12,)(6 n 1)(6 10 3 )
odeon,
) (.'L—,‘F)<42"L‘l%tyl?’)_ -

15.2 Permutacje parzyste i nieparzyste. 4’@? sz
Wazna funkcja: parzysto$¢ permutacji (znak permutacji). 4~ 5 ¢ > L
Definicja 15.7 (Inwersje, parzysto$¢ permutacji). Dla f bedacej bijekcja z podzbioru
liczb naturalnych w ten sam zbior (czyli w szczegolnosci permutacji) inwersja to
para (i,j), taka ze i < j oraz f(i) > f(j).

Parzystosé permutacji to parzystosé ilosci jej inwers;ji.

Zmak sgn(o) permutacji o to +1, gdy o jest parzysta i —1 gdy nieparzysta.

C <y O S L) serige
1.2 9 (42_3
’\’mw{ogt perm ! ch Guv{a? 447’ < £§>2 L)

AR TR

L 15.8. Vi ! jami.
emat 15.8. Niech 0,0’ € S,, bedg permutagjamz 1Wtedy N

sgn(o’c) = sgn%a') sgﬂ(d(}) : -Z
- 4_ -~ 4

Whiosek 15.9. sgn jest homomorfizmem z S, w ({—1,+1},-).
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15.2. PERMUTACJE PARZYSTE I NIEPARZYSTE. 177
Lemat 15.10. < Cykl parzysty jest permutacjg nieparzystq.

Ak = ik k-l A5 oa,(cs'\: (L) IF—J:'_

o Cykl nieparzysty jest permutacjg parzystq.
(-1) -1

o Parzystos¢ permutacji to parzystosc ilosci cykli parzystych w rozktadzie na cykle

rozlgcane. ()Mi )EFM M )

"

o Permutacje parzyste stanowiqg podgrupe A, ktora ma %‘ permutacyi.

Przyktad 15.11. Zwykle w celu policzenia parzystosci danej explicite permutacji naj-
tatwiej jest to zrobi¢ liczac jej przedstawienie w postaci cykli roztacznych. Przykta-
dowo, dla rozwazanej Wczeéniej permutacji

(€)= mww(2,$73 4)= 60

- 1234567891011121314
G - 75412 3 13110 14 9 6 2 11 8

(L) (2573,4 2)(6,1%, 41)(5’,;0,3’ 14)
Apals)z (<D= 4 & pongila



178 ROZDZIAE 15. GRUPY PERMUTACIJI
15.3 Wyznacznik

Wartos¢ wyznacznika macierzy M = (a;;); j=1..» mozna zadaé¢ wprost jako:
[(aij)ij=1,..nl = > sgn(o) I] aizy = >_ sgn(o) 1 nfi)i

ocsS, 1=1 ocSy 1=1

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Q449 211 = (,d) ( ) “gp %9
- ld]q,2,, thypn(6) G G
1 L a4y { 1272 —y '!_G'gﬁ z&;(t.)

—

-

LIRS a'L'LQZ"/

%% G &Sy é % pas
Q?/w.‘c”)_

Wee jed o.




Rozdziat 16

Dziatania grupy na zbiorze

16.1 Mnozenie podzbioréw grupy
W podzbiorach grupy G definiujemy dziatanie:
U-W={ww : uelU weW}.
Latwo sprawdzic, ze jest ono taczne, czyli { c(.4. ':\/00\"\/ \_- LJ
U-(W-Vy=U-W)-V=U-W.V.

z tak zdefiniowanym dzialaniem sa monoidem (maja jedno$é, jest to {e}).

. a
/AR RSN 97
L1

AV IAUS CEEL

Dla zbioréw jednoelementowych zwykle bedziemy opuszcza¢ nawiasy oznaczajace
zbidr i pisa¢ a - U lub po prostu al, opuszczajac znak dziatania grupowego.
Bedziemy tez korzystaé z rozdzielnoéci mnozenia wzgledem sumy (mnogosciowej),

tzn.:
U(VUW) = UV UUW oraz (VUW)U: VUOUWU .

179



180 ROZDZIAL 16. DZIALANIA GRUPY NA ZBIORZE

Fakt 16.1. Niech G grupa, H < G to jej podgrupa. Wtedy:

« gG =Gg=0G;

16.2 Dziatanie grupy na zbiorze | o
G137 At (L )5

Definicja 16.2 (Dziatania grupy na zbiorze). Mamy z%ér obiektéw kombinatorycz-
nych C oraz grupe permutacji jego elementéw S(C), oznaczana przez S.

Dziatanie grupy G na C to homomorfizm z G w S. Zwykle zapisujemy to dziatanie
jako g(c) lub nawet ge, pomijajac homomorfizm.

Dziatanie bedziemy tez rozszerzali do podzbioréw G w naturalny sposob: je§li G

dziata na C to dla U C G definiujemy . ob LMT“ s bo

ola) (c)=c] .

= ! Uc={gc : ge U} 2

. WM
LS W)= gt g el

Orbita elementu ¢: Ge = {g(c) : g € G} (oznaczamy jako O,)

o2 X

Stabilizator elementu c: {g € G : g(c) = ¢}, oznaczamy jako G.. Zauwazmy, ze
G, to najwiekszy zbior taki ze G.c = c.
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16.2. DZIALANIE GRUPY NA ZBIORZE 181

Przyktad 16.3. Rozpatrzmy zbior szeSciennych kostek ze Scianami pomalowanymi
na biato lub czarno. Dziala na nim grupa obrotéw (obrotéw i odbi¢) szescianu.
Zauwazmy, ze grupa obrotow ma fizyczna interpretacje, grupa obrotéow i odbi¢ juz
nie bardzo.

Y P g

(ur /29

Rozpatrzmy zbiér mozliwych kostek domina (pola od 0 do 6). Dziata na niej grupa
obrotéw (obrotéw i odbié¢) prostokata. Podobnie, grupa obrotéw ma sens fizyczny,
obrotéw i odbi¢ mniej (chyba ze sg ze szkta).

(64 o-- 6 r

* C




182 ROZDZIAL 16. DZIALANIA GRUPY NA ZBIORZE

Lemat 16.4. Niech G dziata na zbiorze C, zas s € C. Wtedy stabilizator G jest
podgrupg G.

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 16.5. Niech G dziala na zbiorze C, zas ¢, € C. Wtedy OC, Oy sqg rowne lub

roztgczne.

- Ocnobl
A\ Oc noc‘-’é ok
2 O, n 061’36“

b= gc e
(@ g)(\_) ,@ g)@)
@ (<)

C_ - O Z!
Lemat 16.6. Niech G dziata na zbiorze C, zas s € C. Wtedy |Os| - |G| = |G].
sl sl

Whiosek 16.7. Niech G dziata na zbiorze C, za$ s € C. Wtedy |Os| oraz |G| dziela
|Gl

{ g :Il %76: g“ﬁ

O.G
Lé! /lé° = 0, = 1o,11¢- lég/ v
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16.2. DZIALANIE GRUPY NA ZBIORZE 183

Przyktad 16.8. Rozpatrzmy sze$cian i grupy: obrotéw oraz obrotéw i symetrii, roz-
patrujemy dzialanie na zbiorze Scian. Popatrzmy na ustalong Sciane. Wielkos¢ jej
orbity to 6. Wielko$¢ stabilizatora to 4 (dla obrotéw) lub 8 (dla obrotéow i odbié).
Czyli rzedy tych grup to 24 lub 48.

Wyjdzie tyle samo, gdyby$émy rozpatrywali wierzchotki (orbita ma 8 elementéw,
stabilizator 3 lub 6). —

(o & ok J«rw 1@

\C.l = 6 Gz 8 R
A

Lrowwsinic | 0,12 {CH/ [T

Wi, L L ﬂ}; % @
cul=6 2 .

ocm{a, 1G6l= 16.1-1o.)




184 ROZDZIAE 16. DZIAEANIA GRUPY NA ZBIORZE
16.3 Lemat Burnside’a

Zliczanie orbit dziatania grupy odpowiada zliczaniu ,nierozréznialnych” wzgledem
dziatania grupy obiektow, np. kostek nierozréznialnych ze wzlegu na obrét itp.

Przyktad 16.9. Rozwazmy plansze do gry w koétko i krzyzyk. Kazde pole ma przy-
pisany jeden z trzech symboli: koétko, krzyzyk lub nic. Nasza grupa bedzie grupa
symetrii kwadratu. Dwie plansze, ktore mozna na siebie przeprowadzi¢ przy uzyciu
elementow tej grupy uwazamy za ,identyczne” (bo ten sam gracz wygrywa, taka
sama jest strategia itp.). Takie ,identyczne” plansze to doktadnie orbita planszy
wzgledem dziatania tej grupy. A czym sa ,rézne” plansze? To doktadnie rézne or-
bity. Pytajac o rézne plansze, pytamy o zbior orbit.

63

C %° x|
_—@:Q'o
X

BIR3

Pokazemy, jak policzy¢ moc zbioru orbit.

Definicja 16.10 (Punkty state). Dla grupy G dziatajacej na zbiorze C méwimy, ze
e C jest punktem statym g € G jesli g(c) = c¢. Zbiér punktéw statych g oznaczamy
przez

fix(g) ={ceC : g(c) =c} .

Twierdzenie 16.11 (Lemat Burnside'a). Niech G dziala na zbiorze C a O bedzie
zbiorem orbit tego dziatania. Wiedy

1
0] = mggG\ﬁxw :

R '
Q‘ lmr@d me vba mmh'}am
h g’tclg,u;\
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16.3. LEMAT BURNSIDE’A 185

Przyktad 16.12 (Kontynuacja Przyktadu 16.9). Rozwazmy plansze do gry w koétko i
krzyzyk. Kazde pole ma przypisany jeden z trzech symboli: kotko, krzyzyk lub nic.
Nasza grupa bedzie grupa symetrii kwadratu. Policzmy liczbe punktow statych dla
poszczegdlnych przeksztatcen: :th.

—

== MK 3 ?)
090 ﬁ 4]
Al .
02700 'l
S
3 y iy
01800 3 3
180 _‘8 - (2 +2_% _\_33
symetria wzdluz przekatnej (dwie takie symetrie) 2 4
;,\b /n \
— =2
0<_ o - (5 6
Le > .
: - 4
symetria przez bok (dwie takie symetrie) \é—_ ’\ T :\- ’5
. /o)




186 ROZDZIAL 16. DZIALANIA GRUPY NA ZBIORZE

G2)3

Bl el el 179 %) 2 4 )
7189 /% 22

Zauwazmy, ze powyzszy sposob liczenia liczby punktéw statych niejawnie ko-
rzystatl z rozbicia na cykle: jesli rozpiszemy przeksztatcenie g jako ztozenie cykli
roztacznych na polach (jak wyzej), to wtedy wszystkie pola w jednym cyklu musza
mie¢ ten sam symbol. I odwrotnie: jesli plansza spetnia warunek, ze wszystkie ele-
menty w jednym cyklu g maja to samo pole, to jest ona punktem stalym g. Czyli

jesli ¢ ma k cykli, to ma 3* punktéw statych.
Przyktadowo, obrét o 90 stopni (w lewo lub prawo) ma rozbicie na cykle

(1,3,9,7)(2,4,6,8)(5) 3 2.1
, : . : : ¢
zas symetria wzgledem prostej poziomej ___(2#8?

(1,7)(2,8)(3,9)(4)(5)(6) ’

36



Rozdziat 17

Warstwy, Twierdzenie Lagrange’a

17.1 Warstwy

Najprostsze dzialanie grupy na sobie: przez mnozenie (z lewej strony). Dla calej
grupy niewiele to daje. Ale co jesli bedziemy mnozyli tylko prezz elementy z pod-

grupy’
Co sie dzieje z podzbiorami? A dokladniej: z podgrupa?

Definicja 17.1 (Warstwa). Niech H < G bedzie podgrupa. Definiujemy naturalne
dziatanie h € H na G C_ ¢ G

'h(g) = hyg Au)(‘(G) & H

Orbita elementu g jest postaci
Zwyczajowo nazywamy ja warstwa prawostronng H dla g w G.

()= (W'h
a

tez jest orbitg, ale dla mniej oczywistego dziatania

Warstwa lewostronna jest postaci

-1
h(g) = gh™" hig)= g h
Zbiér warstw lewostronnych H w G oznaczamy przez G/ H. G H’ = Ic/ H l

Nalezy sprawdzi¢, ze to drugie dziatanie jest dobrze okreslone (zadanie).
My bedziemy my$leé gtéwnie o warstwach lewostronnych (cho¢ naturalniejsza jest
definicja dla prawostronnych)

I
Lemat 17.2. Niech H < G. ( % H)i ‘2 HJ
o Kazde dwie warstwy H w G sq rownoliczne.

o Kazde dwie warstwy lewostronne (prawostronne) H w G sq rozlgezne lub iden-
tyczne.

187
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188 ROZDZIAL 17. WARSTWY, TWIERDZENIE LAGRANGE’A

Uwaga. Uwaga! Warstwy lewostronne i prawostronne moga mie¢ nietrywialny prze-
kroj!

Lemat 17.3. Niech H < G. Wtedy

s goH =g H eH <~ go'lq1€ H

e« Hpo=Hgy <= qig;' € H < gogi' € H

g, =90 H /9.0

= g0~ s ¥

&

‘30‘1%1 e H

go_ig:_t H = 4 /ﬁ—
%IJH l%a H

Whiosek 17.4. W grupie skonczonej

HS G =5 ll—f}]lé/
o (Twierdzenie Legrange’a) Rzad podgrupy dzieli rzad grupy. @_,é_, A /

(ot H O@@

o Rzad elementu dzieli rzad grupy. 0 O O
( -
L81%4% g™ 0L G

. _I%agrupa o p-pierwszym elementach jest cykliczna i kazdy jej element (poza
e) jest generatorem.

L2 € & o4p ’

« Dla kazdego a zachodzi a/®! = e. l()l atna) <l

W

-~ a e '=e



17.1. WARSTWY 189

Whiosek 17.5 (Mate Twierdzenie Fermat'a). Jedli pJa to a” ! mod p = 1.

CZ("\{OI]/ ‘) e Q@("Dl“

P_J— Q, e :.C‘.'_ 4

—

—_—

Definicja 17.6 (Indeks podgrupy). Indeks podgrupy H wzgledem grupy G to ilosé
warstw lewostronnych H w G, oznaczamy przez G : H.

Wartosé jest taka sama, jesli wezmiemy warstwy prawostronne. Zwykle zajmu-
jemy sie przypadkiem, kiedy indeks podgrupy jest skoniczony (a najczesciej tym, ze
obie grupy sa skonczone).

Przyktad 17.7. Nasza grupa beda obroty i odbicia kwadratu; niech wierzchotki kwa-
dratu beda ponumerowane 1,2,3,4, w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazowek
zegara, 1 w prawym dolnym rogu. Ta grupa ma 8 elementéow (identyczno$é, ob-
rét o 90°, 180°, 270", symetrie wzgledem przekatnych, symetria pionowa i syme-
tria pozioma) i mozemy o niej mysle¢ jak o podgrupie Sy, czyli te elementy to
€;(1,2,3,4);(1,3)(2,4); (1,4, 3,2); (1,3); (2,4); (1,4)(2,3); (1,2)(3,4).
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190 ROZDZIAL 17. WARSTWY, TWIERDZENIE LAGRANGE’A

WeZmy podgrupe obrotéow, ma 4 elementy e; (1,2,3,4); (1,3)(2,4); (1,4, 3,2).

Wezmy grupe generowang przez symetrie pionowa, ta grupa ma dwa elementy
(symetria pionowa (1,4)(2,3) i identycznosé e).

ERP 4{@, N.’«WS)%

N,

p— 7 N
4

4 ]

7 ) \
(e (L00YY o = A, (1,‘«)(73)3
{e (1403 (L03,4) = (ig,%,u),(i\’;)(z)(q)é

fe (LWQ (430,1] :/\(1) (2|l7>('3){(m 117
{e, (Luan)) (en()= (LG, 1e,3) (2 4)

G
Przyktad 17.8. Grupa permutacji na 3 elementach (S3). Podgrupa generowana przez
cykl (1,2, 3) ma 3 elementy. Czyli ma dwie warstwy (ta podgrupa: permutacje pa-
rzyste 1 pozostate elementy: permutacje nieparzyste).

Podgrupa generowana przez cykl innymi stowy: wszystkie permutacje,
ktore trzymaja 3 w miejscu). Ma dwa eterhenty, czyli ma 3 warstwy lewostronne
i 3 prawostronne.
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