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Rozdziat 19

Pierscienie, ciata, arytmetyka modularna
P lim noy . [K,M

19.1 Pierscienie CLG,JO ‘ R ,
Pieruimwie D Lo, whddomniny,

Definicja 19.1 (Pierscien). Pierécier, oznaczany zwykle przez R, to zbior z dwoma® 1
dziataniami +, -, spetniajacymi warunki: —

e (R,-) jest pélgrupa (niekoniecznie przemienng) 4_
e (R,+) jest grupa przemienna (D

Ponadto zachodzi rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania
e a(b+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ ca

Pierscien jest z jednoscig, jeSli ma element neutralny dla mnozenia. PierScien jest
przemienny, jesli ab = ba (czyli pélgrupa ze wzgledu na mnozenie jest pdélgrupa
przemienng).

Dalej bedziemy sie zajmowaé¢ w zasadzie tylko i wytacznie pierscieniami prze-
miennymi z jednoscig.

Definicja 19.2. Cialo F to pierscien przemienny z jednoscia, w ktérym (IF,-) jest
grupa, tzn. kazdy element ma element odwrotny, oraz elementy neutralne dodawania
i mnozenia sa rézne (,,0 # 17).

Przyktad 19.3. Przyktady pierscieni

o liczby caltkowite 7Z
« macierze o wspolczynnikach z dowolnego ciata (pierécien nieprzemienny!)

[ o Zy: liczby modulo m z dodawaniem i mnozeniem |

L R[z] wielomiany o wspétczynnikach z R \ ( [F [: xj)

o R|[[z]] szeregi formalne o wspétezynnikach z R.

Twierdzenie 19.4. Z,, jest cialem <= m jest pierwsze.

Dowdéd pokazemy w dalszej czesci rozdziahu.
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198 ROZDZIAEL 19. PIERSCIENIE, CIAEA, ARYTMETYKA MODULARNA

19.2 Arytmetyka modularna 7Z,,

Zin 0, am-1)
Definicja 19.5 (Liczenie modulo, Z,,). a przystaje do b modulo m gdy m|(a — b).
Oznaczenie:

a=,b. AM-(OL'é

elen . T kel Wlebl=
Reszta z dzielenia przez m: o ‘“g:
amodm=0b < a=,0Abec{0,1,...,m—1} . ~ 1 meol3

E
Przystawanie (modeulo m) jest kongruencja: kongruencje zdeﬁniujgmy a pier-
Scienia, ale definicja jest analogiczna dla kazdej struktury z dziataniem.

Definicja 19.6 (Kongruencja (w pierécieniu)). Relacja =C R? na pierscieniu G jest
kongruencjq, jesli:

relacja r6wnowaznosci jest relacja réwnowaznosci oraz

zachowuje dzialania zachowuje dzialania, tzn. dla kazdych a,a’, b, b’ € R zacho-
dzi:

a=bANd =b=a-d=b-VAhNa+d =b+1¥

= \ !
#2b LELELS
T a_-l—a; &V(é’

Lemat 19.7. Dla dowolnego m € Z. relacja =, jest kongruencja.



¢
H
3
¢ 3 3
S ) m —~ . m
)| L9 S v . L O
¢ ST = _ 3
: " h ") é W 3 > ~ [0
< W ol LN F Y 4 'Q > | 3 —+
M . Iv w f- & N q - P
AR RN o oM + 15 4
IHLVELENEE + SN — J
v o ‘ Vil ~ . =/ | . S S | d
) 3= 3 .a s a w |
v ] = . >
3 |2 ¥ N SR “ S5 .
| = S S ) T il
s g \ i W : <o (° ¥
. | )T T
Q
L\ >y L Y S
Py [} & lm u0’~(
O |° A $ J I IR\
— ‘A < N
I - T
m- \.I, : O l.a_ /: —
f . ~ ’ * . |
s 1y . 1 o I A RN AL
E Y Lo = He X
P -~ m . tM Q-
mr‘ o m 3
_5 7N N
- .A ﬂv
, $




| /
[
2
[
¥
D
-) \
6
-'
\\ (il 1)
| ] - ]
IL..W - IR )
8 L\ T -
L = o ) 3 .
=~ —_ L
il { TR~ S Vof J y
R rbL —-L N % \L [T} 7
—'f /Jt kv - b-l .I’
, iy R , N
-0 ¢ =
. | T/ ) "ol ! gt \ N
1 ° oz~ W\ T | T \ My Q
-/ 1 \ & * e C Y = N
i LYA I | S R W F= .M o S 3 -+ s
= - + ¥ N~ 3 ,
I/ ) * = ~ — . L
NG & 0 -r
J it d) & 3 ¥
» M 1 Ts ' CO 3
z- N ] o I T
LY W
I\ ,
f N «
=) . ;
'R )
lm rﬂ» [ 7v{J\ '
< — 9 N
: N 7
AN




<"
anT—
qlmld
‘{ 0’4
v ~0
N
[ Ny )
_ O
} NS
Io \-A ~ s
Lk S 3
DA ~
9 |IN
P N
N
M
U ~°
IID ~
) —e
<l
O
IRIR%
3
N
™ {




19.2. ARYTMETYKA MODULARNA Zy 199

Whiosek 19.8. Przeksztatcanie n — nmod m jest homomorfizmem pierscieni Z i Z,,.

To wazne o tyle, ze wykonujac dziatania mod m mozemy dowolnie przetaczac sie
miedzy Z i Zy,.

W sumie to chcieliby$my wiecej: czy ,,prawa” przenosza si¢ miedzy Z i Z,,7 Na
pewno nie wszystkie: umiemy powiedzie¢, ze w Z sg conajmniej 3 rozne elementy,
ale to nie jest prawda w Zs. Okazuje sie, ze prawa sie przenosza, jesli nie uzywaja
negacji.

Definicja 19.9 (Formuta pozytywna). Niech t1,ts beda wyrazaniami zbudowanymi z
nawiasow, zmiennych x1, xo, . . ., x,, elementéw z A oraz dziatan +, -. Wtedy formuta
1 sktadajaca sie spojnikéw A,V oraz réwnosci t; = to, gdzie t1,ty sa jak wyzej,

nazywamy formuta pozytywng.
ML
Lemat 19.10. Niech v bedzie formuta pozytywnag, zas ¢ : A — B bedzie homomor-

fizmem na pierscien B.
Jedli R =T
Q111Q2Ts . . . Qurnth(T1, To, - ., )
zachodzi w A, to w B zachodzi:

/
Y ),
Q111Q2xs . . . Qur ' (T1, X9, ..., Ty)

gdzie i)' jest uzyskane z 1 przez zamiane statych ¢ w wyrazeniach przez ¢(c) zas @Q;
jest kwantyfikatorem (uniwersalnym lub egzystencjalnym,).

lm

A Y/

N

Dowéd to indukcja po strukturze. Podstawa indukcji wynika z tego, ze to homo-
morfizm i nie ma negacji.

A) Mo wyr. akg .
A C%‘lb} — Q(Lff)"'c(o

% \ev((l
AR ¢

Al
_ \O/ aTS)(a’())‘c -b
...2 (Q_\ + %'Ct. _&L abé
o = be.
Whiosek 19.11. W Z,, zachodza wszystkie prawa, o ktérych myslimy.

™
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19.3 Algorytm Euklidesa

Wracamy do naszego ulubionego ciata: Z,. Kiedys juz powiedzielismy, ze jest tam
element odwrotny. A co w Z,,” Jest? Nie ma? Dla ktorego jest, czy mozna efektywnie
wyznaczyc¢?

Konstrukcyjna metoda uzywata bedzie algorytmu FEuklidesa. Opiera si¢ on na
obserwacji, ze ged(a,b) = ged(a — b,b) oraz ged(0,6) = ged(6,0) = b. Mozna to
przyspieszy¢, poprzez ged(a, b) = ged(amod b, b).

Definicja 19.12. Liczba 0 # k € N jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem a, b € 7Z,
jesli kla, k|b i dla kazdego ¢ zachodzi ll|a, (|b = (|k.
N

Oznaczenie: ged(a,b). k. ( L

1 l ¥ A7‘(3/ a,;"A/qg V%g)(g,
S| « 2Tl

Uwaga. ged jest najwiekszy w sensie porzadku cze$ciowego zdefiniowanego przez
podzielnos¢.

Lemat 19.13. Niech k #£ 0,ab, k € Z. Wtedy:

1. Jesli kla ¢ k|b to k|(a +b) i k|(a —b).

o= me L

[9: M'l/— A*BQ&M\)L‘

a-o '@'M) W
2. Jesli kla 1 k|b to k|(amod b).

a= [ bt oLr < L
a6 | a-b b

bl a-1b o (.6
w\ a'1)_b lbl k_/L—f"'
3. Jesli k|(amod b) i k|b to k|a. T o= L6
e | (o twodb) Al-b

A
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Algorytm 2 Algorytm Euklidesa

Zalozenie: a,b sg nieujemne, cho¢ jedna jest dodatnia
1: while a > 0 oraz b > 0 do
2: if a < b then

zamien a, b

3:
4: a<+a—>b osE a /VWDdé > Moze tez by¢ amod b
5: if a > b then
6: return a
7: else
8: return b
cla Wl ™ lhab, K[a el
‘kUn \.Llo;'(o’v [t..[ﬂ. l"(() A [‘- (a‘rvwodésv [4 (Q

Whiosek 19.14. Alg(orytm BEuklidesa zwraca najwiekszy wspolny dzielnik.
0 . ( o : e
) @lb) + (a I(o\ 4o Yoo mpo‘\w&w dridmiliory Ay mAl wtoun

o) = (0,0)
N odiduilic ¢ ¢ gl g ged (0.¢)

Lemat 19.15. Algorytm Euklidesa (w wersji z modulo) dziala w czasie wielomiano-
wym (od diugosdci zapisu liczb). To ograniczenie jest Scisle.

Dowdéd pozostawiamy jako zadanie.

Lemat 19.16. W czasie algorytmu Euklidesa mozemy przechowywane liczby repre-
zentowad jako kombinacje liniowe (o wspdtczynnikach catkowitych) a oraz b.
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To pozwala na
Lemat 19.17. Dlia a,b € Z, istniejg x,y € Z takie Ze
ged(a, b) = za + yb.

Doktadnie jedna z tych liczb jest dodatnia i jedna niedodatnia. Dodatkowo, liczby te
ozna wybrac tak, ze (x| < b, |y| < a. Jesli ged(a,b) = 1 to sq dokladnie dwa takie
yrazenia (w jednym x jest dodatnie a w drugim ujemne).

Proty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 19.18. W pierscieniu Z,, element a ma element odwrotny <= ged(a,m) =
1.

i — %ci(a,’m):'f_
]
x.o‘_-(}- M:i

X ® o = i—"ﬂ,'/\/\/‘- / AM“M

AT

X =, m 1

:j %Cd(alr\m\36>i

,o, b\
a, C*’L—\:ML él&-c——t-/w\.

Uwaga. Zauwazmy, ze Lemat 19.18 w szczegolnosci daje dowod Twierdzenia 19.4.

19.4 Elementy odwracalne

Definicja 19.19 (elementy odwracalne). Element a piericienia R nazywamy odwra-
calnym, jesli istnieje b € R takie ze ab = 1.
Zbidér elementéw odwracalnych pierscienia R oznaczamy jako R*.

Twierdzenie 19.20. Dla dowolnego pierscienia R z jedno$cig zbior elementow od-
wracalnych R* jest grupg na mnoZenie. 4

ara =1
"A—|L—7© &g)((')'a\—4(96:
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Uwaga. Z;, nie ma struktury pierscienia, w szczegélnosci nie jest ciatem! P
Twierdzenie 19.21. Dia ciala skonczoneqo, grup@jest cykliczna. P ZP* "
P-

To twierdzenie jest dos¢ trudne, Rozdzial 22 zawiera dowod w przypadku [ = Z,,.

Definicja 19.22 (Symbol Eulera). ¢(m) to liczba liczb wzglednie pierwszych z m
mniejszych od m. ¥

Whiosek 19.23 (Twierdzenie Eulera). Niech a, m sa wzglednie pierwsze. Wtedy

a?™ =1 mod m

2 < e \T0)s o)

wo. MWW,
x
* |
Q-GZM Q-ZM\EML
AT

" ] W
a mwod g = QL Mg /'M)
m

(0 (6)= () ¢13)
«
Lemat 19.24. Jesli n,m sq wzglednie pierwsze, to o(nm) = @(n) - p(m).

Lemat 19.25. Jedli p jest pierwsze, k > 0 naturalne, to
p—14 "~

(") =(p—1)p" " = P

Dowdéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

19.5 Chinskie twierdzenie o resztach

Definicja 19.26 (Produkt pierscieni.). Produkt pierscieni definiujemy standardowo:
dla pierscienie R, R’ ich produkt R x R’ ma jako zbiér iloczyn kartezjanski zbiorow

R, R' a dzialania sg po wspélrzednych. (a. ((, \ (a. (( (7(\ i (& _ G{. (9 (99
A \ R kz-’
R, 2.+ &



L
7*
’\’»
N
\) [~ 4
N
.\‘_/
CHN L))
\):2. 3/;*;4—)
3T NN
Q Q *..YZ
ww 7_..94‘.1&/“
7.4,_>
S AL
e
N R
n . &
g NN R
. / l‘-
N N
M _ 1\
N N IN
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Lemat 19.27. Proste wiasnosci: Zz_r??’ _:;L Zg r2¢
e RXx R iR x R sq izomorficzne = ( ( )

o produkt kartezjanski jest tgczny (z doktadnoscig do izomorfizmu): Ry X (Ry X Rs3)
i (Ry X Ry) X R3 sq izomorficzne Q-’/x R,* R ( ) )

o Jesli Ry jest izomorficzne z R} a Ry z RYy, to Ry X Ry jest izomorficzne z R} X R).
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Twierdzenie 19.28 (Chinskie Twierdzenie o resztach). Jesli my, mo, ..., m; sq¢ parami
wzglednie pierwsze, to naturalny homomorfizm @w 115 Z,,., gdzie na i-tej
wspolrzednej bierzemy modulo Z,,,, jest izomorfisgem.
pon g O Ty
. > mwo(m,_lm Mmdmny,__
¢ bO/WW’_-e‘M’V\. Moyt MM

lmo(nkia ia -

" r\/\/\—/\—
= Il —Z/W"c ) >(-Z""Mld.-rl
=4
Wt
= TV U
c=4
T || Vs B
e Z s T2
N (a b
N Q
L Mot oy
"\ v mwel m =6
lmmww/'f{rww
<¥RWMM= {%bMAﬂiM:—@
Xh_lvwob( m= 0 ¥t M/\/L:i
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Uwaga. Reprezentacja duzych liczb przy uzyciu Chinskiego Twierdzenia o resztach
jest jedna z najpraktyczniejszych.

Przyktad 19.29. Sprébujmy znalezé najmniejsza liczbe spetniajacag uktad réwnan

335174
1'5135

Uzywamy algorytmu Euklidesa, aby znalezé reprezentacje ged(13,17) = 1,

5
13- 17, L0 o- L
= & ;-4 | o L
1 1--L [=3%° ¢ heR =S2
{
2 1F=S 1L
1= Lo (m- %17 a
o O
A-(’l)'/lj- = \L"II_S\ M,::po(t']—:'_'f,
1726 4
~ye (F= L-b4 1% Mfidlzzf_ $
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19.6 Zastosowanie: Algorytm szyfrowania Rabina

Dane: dwie duze (w szczegdlnosci: nieparzyste) liczby pierwsze p, ¢ znane wlascicie-
lowi. Publicznie znane jest jedynie@t pq.

Traktujemy komunikat do zaszyfrowania jako element z 7Z,,, oznaczamy go jako c
(jesli ¢ jest wieksze niz n, to dzielimy je na kawalki). Nadawca wiadomosci przesyla
komunikat ¢ mod n.

Chcemy pokazac, ze:

<

1. odbiorca umie odtworzy¢ c z c?

2. jesli kto§ umie odtworzyé¢ ¢ z ¢? to umie rozlozyé n na p.q, co uznajemy na
trudny problem

N
72% = 2o "4,
Cur. w0

Skorzystamy z silnego twierdzenia, ktére udowodnimy potem:
Twierdzenie 19.30. Grupa Z, jest cykliczna.
Ile jest liczb, ktore sg kwadratami oraz jakiej sa postaci?
Lemat 19.31. Jesli p jest liczb@ pierwszq, to a® = wtedy 1 tylko wtedy, gdy a =, b

b a =, —b. L= (’t’ 2ot E‘oo Q‘T\b) (a{ll;;) =

0o w p

2 _ 32
p b
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W szczegdlnosci, w Z,, dla zadane amy dwa mozliwe odszyfrowania: ci —c.
T
W Z,, mamy 4. C CP:CDI/ C"_[ CP!'CW>
Whiosek 19.32. W Z, jest (p — 1)/2 kwadratéw i (p — 1)/2 nie-kwadratéw. Sg to
odpowiednio parzyste i nieparzyste potegi generatora.

]
'11' 41/"’ Z-p a F-o
; i D o= 74
7t U’UL O

%1 Lo g ket () atie g7

Whiosek 19.33. Jesli g jest generatorem w Z;, to ge=D/2 — _1, - Pdé‘

%@ ) / > 1 @Q"—)/&)Z: g el _{
=1 LQ =L

Lemat 19.34. Jesli p jest pierwsza to w Z,, jesli a jest kwadratem, to aP=1/2 =1

w przeciwnym przypadku a®P~1/2 = —1.

= %zu. bz - @zu)(("l)/z: ézh)
") L
&3

= 37,u~tL ol 3 (aztm,) &-i{—: @-\%L) Lk{f:_kl)zuﬂ‘
(~ = L

P—’L

19.6.1 Odtwarzanie Ca __@

Dla utatwienia obliczen, zaktadamy, ze p = 3mod 4, czyli p = 4k + 3.

Lemat 19.35. Dia c € Z, mamy cP~V/2 =1 [ub (—c)P~Y/2 = 1 A
S - L oL
3 =

i ot >
Céth_j— ("4)1: )% (o) *
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Bez zmniejszenia ogélnosci w dalszej czesci zakladamy, ze ¢~/ = 1, tzn. ze z

¢ majac do wyboru ¢, —c bierzemy to, ktére jest kwadratem.

2 L
c” — ! ( fz = L)
1[‘*9 pt
<CL) = szz.::szi ¢ c™ =1
2t
il o
r L
c - f
wtl__
(&) F.:-c

Robimy tak dla p, ¢ i tym samym dla n.

Lo,

2
CZ_ = é(Mp' 67M6V) =

19.6.2 Odtwarzanie implikuje rozktad liczby na czynniki

Zaktadamy, ze algorytm deszyfrujacy jest deterministyczny, tj. dla zadanego m
zwréci zawsze ten sam wynik (czyli komunikat ¢, taki ze ¢ = m).

Algorytm 3 Algorytm faktoryzujacy n uzywajacy dekodowania szyfru Rabina
Zalozenie: n = pq, n znane, p, q: liczby pierwsze
wylosuj (jednostajnie) xz € Z

oblicz z? 2 .
zdekoduj ¢ z 22 mod n c — _ D 4o yomd
if c=xlubc=n— z then .

wré¢ do kroku 1
wyznacz p = ged((e¢ + ) /2,n)
return (p,n/p)

Lemat 19.36. Z prawdopodobienistwem 1/2 otrzymujemy dzielnik n
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Rozdziat 20

ﬁ(%\: ‘ Z ){2_ %
~ 2
FCx] T

20.1 Pierscien wielomianéw -E'« Zz ’“722 @

Wielomiany

Definicj .1 (Wielomian). Wielomian f to ciadgr(fao,al, . ,a?): myslimy o nich
jako o ' ¥wykle zakladamy, ze a, # 0, w przeciwnym razie dla n > 0 utoz-
samiany ., 7 ag, . . ., ay—1 (formalnie wielomiany to klasy abstrakeji, ale nie
bedziemy sie tym specjalnie przejmowac). C a, 0= ( 2

! )
( \ (b( aol--'- o, ) "’((7-,--— Gm) = ( aL’t‘oLl—-’ {Q’Mtéfv)
*o- l%"' 01~

Mnozenie wielomianow definiujemy tak, jak sie spodziewamy, tzn. dla wielomia-
now (ag, ..., a,) oraz (by, ..., by) ich iloczyn to (co,. .., Chim), gdzie:
)20 1

o (Zer) (Bl

-

QO

i mnozeniem (tj. po wspétrzednych) to pzersczen wielomiandw R|x|. Zerem w tym
pierscieniu jest wielomian (0).

1-%°
oilgevpe - {G W =l
2 ; =
o G Feihe  cyrel
Liczby aqg, ..., a, to wspolczynniki wielomianu, Jesh a, # 0 to jest on wspdlczyn-
nikiem wiodgcym.

Stopienn wielomianu deg(ay,...,a,) dla a, # 0 to n. W przypadku wielomiany
zerowego stopien to —oo.

Zauwazmy, ze mnozenie takie jak w (20.1) jest dobrze okre$lone nawet dla pier-

211
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Scienia nieprzemiennego. Jesli myslimy o wielomianach jak o ciggach, to te operacje
nazywamy splotem dwoch ciagéw (i czesto oznaczamy przez *).

Mozemy tez mysle¢ ze wielomiany to ciggi nieskonczone, ktore maja tylko skon-
czenie wiele niezerowych wyrazéw. Wynik mnozenia z dodanymi wiodgcymi zerami
jest taki sam.

Lemat 20.2 (Poprawno$¢ definicji). R[z] z mnozeniem zdefiniowanym jako splot jest
pierscieniem.

Jesli R jest pierscieniem przemiennym (z jednoscia), to R|x| teZ jest pierscieniem
przemiennym (z jednoscia).



