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Rozdziat 20

Wielomiany

20.1 Pierscien wielomianéw

b7 O
Definicja 20.1 (Wielomian). Wielomian f to ciag (ag,ay,...,a,), myslimy o nich
jako o Y a;x'. Zwykle zakladamy, ze a, # 0, w przeciwnym razie dla n > 0 utoz-
samiamy ao, ...,a,-1 0z ag, . .., a,—1 (formalnie wielomiany to klasy abstrakcji, ale

nie bedziemy sie tym specjalnie przejmowac).

Mnozenie wielomianow definiujemy tak, jak sie spodziewamy, tzn. dla wielomia-

now (ag, ..., a,) oraz (by, ..., by) ich iloczyn to (co,. .., chim), gdzie:
- 4
oy, B SN
2@ % )( Z (?J A ) cr =Y abp_; . (20.1)
L*0- 7 ¢ - i=0

Zbiér wielomiandéw o wspotezynnikach z pierscienia R oraz naturalnym dodawaniem

i mnozeniem (tj. po wspotrzednych) to pierscien wielomianow R[x]. Zerem w tym
pierscieniu jest wielomian (0).

Liczby ayg, ..., a, to wspélczynniki wielomianu, jesli a, # 0 to jest on wspdlczyn-
nikiem wiodgcym.

Stopien wielomianu deg(ay,....a,) dla a, # 0 to n. W przypadku wielomiany
zerowego stopien to —oo.

Zauwazmy, ze mnozenie takie jak w (20.1) jest dobrze okre$lone nawet dla pier-
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Scienia nieprzemiennego. Jesli myslimy o wielomianach jak o ciggach, to te operacje
nazywamy splotem dwoch ciagbéw (i czesto oznaczamy przez ).

Mozemy tez mysle¢ ze wielomiany to ciggi nieskonczone, ktore maja tylko skon-
czenie wiele niezerowych wyrazéw. Wynik mnozenia z dodanymi wiodgcymi zerami
jest taki sam.

Lemat 20.2 (Poprawno$¢ definicji). R[z] z mnozeniem zdefiniowanym jako splot jest
pierscieniem.

Jesli R jest pierscieniem przemiennym (z jednoscig), to R|x| tez jest pierscieniem
przemiennym (z jednoscig).



20.2. EWALUACJA (WARTOSCIOWANIE) WIELOMIANOW

Zwykle zajmujemy sie wielomianami o wspoétczynnikach z ciata.

Lemat 20.3. Niech f,g € R[x]|. Witedy R L %:(
X

deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)) T E
deg(f - g) < deg(f) + deg(g) . 2.0

Jesli R jest ciatem, to

deg(f - g) = deg(f) + deg(g) .

213

Uwaga. W ostatnim punkcie zatozenie, ze R jest ciatem jest istotne: np. w Zg mamy

2.3 =0iiloczyn tych dwoch wielomianéw stopnia 0 ma stopien —oo.
£o
a'u) ' bl ] aM Z 6‘
L

l)o . b /WML"’H ’W") pa
RS N 2x 3%
M M Oi(l:'@

20.2 Ewaluacja (wartosciowanie) wielomianéw

Wielomian f € R[x] réwny (ay, ..., a,) mozemy tez potraktowaé jako funkcje z R

w R, zdefiniowang w naturalny sposob:

fp) = Xn: app” ‘C
k=0
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Lemat 20.4. Niech f,g € R[x] i p € R. Wtedy
I +glp) = fp) +3(p)

Jesli R jest przemienny, to dodatkowo

ey (p) e +73(p)

f- 4 Be) L(p)= 2 0 ¢
g = (ao, g G 322 _
P TN 2’(?); g%a g'-?d'

Lip) gl = 2

>0 0 L=0O

ﬁ(v a(f’ (Zﬂ FJ(Z M’) 2 (& 95%
b GPRIEE "2“ Heaye = Eg)lo)

6—0

20.3 Dzielenie, podznelnosc I najwiekszy wspoélny dzielnik wielo-

mianow

Lemat 20.5 (Dzielenie wielomianéw). Niech IF bedzie cialem a x| pierscieniem wie-
lomianow o wspotczynnikach z F. Dla wielomianow f,q z tego pierscienia, o stop-
niach m = deg(f) orazn = deg(g) # —oo istnieje dokladnie jedna para wielomianéw
q,r, taka Ze f = gq + 1, gdzie deg(r) < deg(g). ¥ Wielomiany te mozina efektywnie

wyliczyc.

Wielomiany ¢, r z Lematu 20.5 nazywamy ilorazem oraz resztq z dzielenia f przez

IDla deg(g) = 0 korzystamy z tego, ze deg(0) to —oo
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Przyktad 20.6. Podzielmy wielomiany f = 2% —3az*—23+ 722 —4 oraz g = 2> — 32> +22

z R[z| z reszta: & +1 —
%>~ 3 x - x4 FxE- a 7“'3—-”7)3 ~2 X
— x> = X2
= = xParx -4
—- ;’-— Hx =1~
= (Moxt «ix Y

X2 "’7'('4-)}«7/(7—5! P L 7’-"7,(7’2(

s Xl“ | ,r&vﬁexa 10 e ~h

Definicja 20.7 (Podzielno$¢ wielomianéw). Wielomian f jest podzielny przez wielo-
mian g, jesli reszta dzielenia f przez g wynosi 0. Zapisujemy to jako f|g.

Fakt 20.8. f|g < istnicje wielomian q taki ze g = fq. a, = _‘,6,7/4,0

Lemat 20.9. Kazdy wiclomian dzieli 0.
Jesli f dzieli g # 0, to 0 < deg(f) < deg(g).
Jesli f dzieli g © g ma stopien 0, to f tez ma stopien 0.
Jesli f dzieli g i g dzieli f, to f = cg dla pewnego ¢ € F\ {0}.

O I\ L-o0=0
L l%. 10 :jOéoQu&(»H 60\28‘3/)
SE R b A o
deg (R -q)= oty (e %/m = deglg) 2O

0 Q

oﬂzg(f—) é.c!.eg,(%)
“dag (g\=0 2 e (f|-0 (g, olglgleo o deg (H:O
tlg, ¢l > Feg®  Lecg = g-ctl
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Definicja 20.10 (Wielomian nierozktadalny). Wielomian f € R[z] jest nierozkladalny
w R|x], jesli deg(f) > 0 i nie istnieja wielomiany g, h € R|x| takie ze f = gh oraz
deg(g), deg(h) < deg(f).

Wielomiany stopnia 1 sg nierozkladalne. Ale moga by¢ tez wiekszego stopnia:
np. wielomian 22 + 1 w R]z]

Definicja 20.11 (Najwiekszy wspélny dzielnik (ged) wielomianéw). Najwiekszy wspolny
dzielnik dwoch wielomianéw f, g to taki wielomian h, ze h|f, hlg oraz jesli /| f, I'|g,
to h/}h. x?> xZ. x’- 2)\7.

Zauwazmy, ze gcd wielomianéw jest okreSlone z doktadnoscig do statej multipli-
katywnej.

Liczymy to przy uzyciu algorytmu Euklidesa. (Caly algorytm i dowéd jego po-
prawnosci dziata doktadnie tak jak w przypadku liczb catkowitych).

Lemat 20.12. Kazde dwa wielomiany p,q € Flx] majg najwickszy wspdlny dzielnik.
Jest on postaci ap + bq dla pewnych wielomianéw a,b € Fx].

qed (4, %)\\ J‘rzq,-g,*r < mevdla

hent® (71 @) g (¢ deglg)< deg 1)
’ﬂ.l‘(‘, kl% = Wl s or M{Ja{r(/wg)/ln

hir wlg = wif drichwilons (4. g)

® TOVZ ("1%\ Yo fale  Voume

($.9) > (0 ) qcd(0 =

(0, \r J%"&L

hWto wlar = wls

1= gogar

| $ \’V\\az Logeq v = 1 T%.q/:
R e B
L = Wik 7]
‘/L(/r hlg =2 hl(é-oﬂwi Wl
iy -ﬂ/\ﬂ"\ %-‘/\Aa} _&’_;%-cyfr: kﬁloyf lmfl: l/l( T'q,wl)

Wl [
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Przyktad 20.13. Znajdzmy najwickszy wspoélny dzielnik wspomnianych juz wielomia-
néw f = a°—32 — 23+ 722 — 4 oraz g = 2® — 32% + 22 z R[z] przy uzyciu algorytmu
Euklidesa. Pierwszy krok to jak poprzednio podzielenie tych wielomianéw z reszta.

x? -3
x3—3x2+2x) x® — 3zt — 2 4 Ta? —4
— x° + 3z* — 223
— 323 4+ Ta?
323 — 922 + 6z

'(’ 8’ — 22% 4 62 — 4
a v
Czyli 2° — 32* — 23 + 7?1:2\:_ 4 = (23 — 322 + 22) (2% — 3) + (—22° + 62 — 4).
Dalej korzystamy z: = 1-_£ - (,;‘—}). g’
ged(af + b, f) = ged(b, ).

Tym samym pozostaje nam policzenie ged(—2x2 + 62 — 4, 23 — 322 + 21).

* 7 I a
X7 - dxt 2t XDl
X"; - 1 X7 4 Z,)( d kcot(xl,’Jx-\-Z; }-3}:;
= 0
%cd = )(7 ) X*L
N\
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W pewnym sensie prawdziwe jest tez ,twierdzenie odwrotne” jesli wspélny dziel-
nik p, ¢ mozna przedstawié¢ jako ich kombinacje, to h jest ged(p, q):

Lemat 20.14. Niechfp,%a, b, h € Flx]. Jesli h|f, hlg,h = ;g:l— bg,to h = gcd@ﬁ%

Dowdéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Najwigkszy wspolny dzielnik dla wielomianéw ma podobne wtasnosci, jak dla
liczb catkowitych.

Lemat 20.15. Niech f, f',g,¢',h,a,b € Flz|. Jesli f = f'h,g = g'h to
ged(f,g9) = hged(f',d) -

Jesli f = f'h oraz ged(h, g) jest stalg, to:

é h
ged(f.g) = ged(f', g) .

FOX]

Lemat 20.16. Jesli f jest nierozkladalny oraz flpips ... pr to flp; dla pewnego i.

%cd.

sl g leser o ler v +lo)

%cd (QIPQ'— W= L 2 oot .o
£ cortdd p < doll oo .
) gkt L => [Lles

) %C‘da\, e L= altbpy /?z

P2 alp.* bPLP2
ST

Llp,
e L pua o4

PEWE 2] PL --- L ’ ]
% L/_\‘\,P('-':E l P Ph-!l \ _L l P* YA 7-02 .LAA‘I .
@ Cuu f L Pu
Lemat 20.17. Jesli f; sq nierozktadalne oraz ged(f;, f;) jest stalq dla i # j oraz fi|g

to fi... felg.
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Twierdzenie 20.18 (Bézout). Jesli F jest cialem, F[x] pierscieniem wielomiandw o
wspotczynnikach z tego ciata za$ f, (x — ¢) € Flx] wielomianami z tego pierscienia,

to reszta z dzielenia f przez (x — c) to f(c).

W szczegdlnosci (x — c)|f wtedy i tylko wtedy, gdy f(c) =

ﬁ x—C '4/71«1&‘3
{= _pl(x~c)t~‘ og (1) < oag (x-c)={

M

I = (f’(%—c)«m)( c) O

= f(x-o) (e) + «

U(e)e (met)Ce) + 1

S(x-9) ()= (c-a)=0
(- T

§!

Definicja 20.19 (Pierwiastek, rozwiazanie wielomianu). ¢ nazywamy pierwiastkiem

(rozwiazaniem) wielomianu f, gdy (z — ¢)|f; ¢ jest pierwiastkiem k-krotnym, dla
k=1, gdy (z—o)'|f.

Whiosek 20.20. ¢ jest pierwiastkiem f wtedy i tylko wtedy gdy f(c) =

X—C

Twierdzenie 20.21. Wielomian 0 # f € Flx] ma najwyzej deg(f) réinych pier-

wiastkow. Cyy.mryCu Emvhpiens g Reg (L)
Q(_”') ey 6( ) [ _C = Cl:’ 4 1)(&) Cz) ~° [%—Ca)lL
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Whiosek 20.22. Jesli waluacje dwéch wielomiandw stopnia co najwyzej n maJ@ te
same wartosci w n + 1 punktach, to sg rowne. £ b1 L gr ( P

W ciele nieskonczonym dwa wielomiany majg skonczong liczbe wartosci Wspol—
nych.

Przyktad/Zastosowanie 20.23 (Interpolacja wielomianu). Jesli dla danego wielomianu
f € F[x] stopnia n mamy podane jego wartosci f(p;) dla réznych py,...,p, € F, to
jest on jednoznacznie wyznaczony.

0943, (N

Pe 1 (Fa) . .

~ =2 ~ poolenn el
P L (pyl 7 M%:%e} wicd .
- N b,

WMAod  oamam ETTETTT ]
L (e £2) Zheos Lle)
mal¥mts YP; (’;1-' P:\ —Co d @,, g
- ?i—o . -fL | b__{_
J’P‘V\— —-PN\-J ﬂ wa
gpb\"" /f)rOWMS\ =D d.qi = D)
Muacrz Voue dir ﬁ.omd/@lq Poy Pm-é' AD(’L'M.e_

> Jt FO.
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Wielomian ten mozna tez podaé¢ bardziej ,,wprost”:

¢ X—Pv)(x—PL) 1=~ { X Fm)

w =
T Cfvava) = TT(x-pg)

"k R\d‘a(w;)r- m

eo(Pi)#D w'i= o /o (e

W (Pi);O ,
= o (pi)=d
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Przyktad/Zastosowanie 20.24 (Dzielenie sekretu). Dla grupy n oséb chcemy stworzy¢
protokot, ktory pozwala dowolnym m -+ 1 z nich pozna¢ wiadomos¢, ale kazdym m
juz nie.
C <& 4M C € TF & 4ot rorme
. % Py .
Pt P2i-1Pm< (,quz 4o S e
lonownC.
/ \)'_\ o
\aé’ Can 1 Cpit -1 Cp & Fca(nw M

J
C

P(p) — aaslprmods onoby ¢
. wt ] Ooc(/o ! ,wb,,{oél _e. PN s mt ru,‘,,wfat/k,
* I o'sék L po‘(/\ﬂk(’i.

n o(ndﬂclt ! M"Ll OADBE l 'e('o) < O(DWD'CAM\(/

1

1) Teo) 7 wdpelaa



Rozdziat 21

Ciafta, rozszerzenia ciaft

21.1 Charakterystyka ciata, ciato proste

Definicja 21.1 (Charakterystyka ciata; ciato proste). Dla ciata F jego charakterystyka
to rzad 1 w grupie addytywnej. Avritl...t] 2O (
Ciato generowane przez 1 w ciele F to cialo proste. (°

Lemat 21.2. Rsqd ciala to albo +o0o albo liczba pierwsza p. W pierwszym przypadku
ciato proste to Q, w drugim: Z,.

/111411'__151;___ o, aledt, 00
1= ...+1 =0
MR . N~ /l-l—--—(QTC'L'T-_-*.L) t T ({(-\'L(_':fﬂ:o
P ¢ c

(J‘LT Q)'Lt ");(L__ T p"1_>p 1+1+.21)
=y =0 ¥

JL
= O q,=O
ur [P)
=L, > m b p=me gz
Peor (F)= (2
Ze<S ¥
O L, 13, 1, ., kit 2l S(F o
| AT
1 P~
1/ V.t ZP
Z ’
M1t 0+, 4) -
141+, 1) =D

P 223
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Lemat 21.3. Cialo jest przestrzeniq liniowq nad swoim ciatem prostym.

Z \< TF . L3
¢ 6\.& Vﬂyd n bweown ol ZP
SO
Whiosek 21.4. Kazde ciato skoficzone ma p”* elementéw dla pewnych p—pierwsze i

ke N\ {0}.

21.2 Konstrukcja ciat (skonczonych)

Naszym celem obecnie jest konstrukcja ciata skonczonego. Takie ciato uzyskamy
przez wydzielenie pierécienia F[z] przez odpowiednia kongruencje. Jest to analo-
giczna konstrukcja do konstrukeji Z, jako wydzielenia Z przez kongruencj¢ podziel-
nosci przez liczbe pierwsza. Naszym ciatem zwykle jest ciato skoniczone (np. Z,), ale
wszystko dziata tez dla cial o charakterystyce +o00.

Definicja 21.5 (Kongruencja modulo wielomian). Dla ciala F oraz pierscienia wielo-
mianéw F[z] o wspolezynnikach z tego ciata oraz wielomianu h € F[z] definiujemy
kongruencje =, na F[x]:

f=ng <= h|(f—9). {;-L’
. J)_‘,_c

[lom : . w -
S O S =) @sg/
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Lemat 21.6. Dia pierscienia wielomiandw o wspétczynnikach z ciata Flz] oraz wie-
lomianu h € F|x] z tego pierscienia relacja =;, na x| jest relacjg réwnowaznosci.

Operacje +,- sq dobrze zdefiniowane w F|x|/ =,. W szczegdlnoci, Flx] /=), jest
pierscieniem przemiennym Zz jednas’cz’@./?

FCo o U] Lyl = =Ly

ag = gwel T
[_‘f:tg%:gag [ 4] @QM‘ZQ
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Lemat 21.7. Jesli wielomian h € F|x] jest nierozkladalny, to w Flx]/ =) istnieje

element odwrotny dla f #;, 0.
MWW
{ 7{ O nA [

%(ok( (L \«) { l\ _»\A{L @

acd (W=t = a-[rb n

Cal=Labsbbl =T abdeppd =Cad L]
R w o /7

To 3L ok odert do d

Twierdzenie 21.8. Jesli wielomian h jest nierozkladalny, to ciato Flx|/ =) (jako
przestrzen liniowa nad F) ma wymiar deg(h). Jesli F jest skoriczone, to takie roz-
szerzenie ma |F|*" elementdw.

‘/L Vot ,uda,,(u)= l
xo,Xi,xwl_,_’VhpL l

I/~-!|-

C 3,0 U« € losdy 0, dag(pl b
V 4
7 o ;«j
<l
[Lzf gD g ) <
N \
= TN N
Lg’lzh _?,:a\/-k'br = O

Twierdzenie 21.9 (bez dowodu). Dwa ciata skoriczone o p* elementach sq izomor-
ficzne.
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Przyktad 21.10. Wielomian nierozkladalny 2%+ 1 € R[z]; wychodzi izomorficzne z C.

[RDU/XL"L C
W+ =0 e
xt= -4 L= -1

Przyktad 21.11. Zbudujmy cialo 4-elementowe. 4 = 2%, wiec bierzemy F = Z, i
potrzebujemy wielomianu nierozktadalnego stopnia 2.

r=2 r2enel
N /,.Muwul

= xleptl
')c?'t;u-l_«:@
O [
! xXex = ¥= x+4
x , xtl

wo(xel)= Xtrzxtltxz]
(Dt L= X

Lemat 21.12. W Z,[x] jest wielomian nierozkladalny dowolnego stopnia wiekszego
niz 0.

Dowéd polega na podaniu konkretnego wielomianu lub na zliczaniu wielomianéw
rozktadalnych i nierozktadalnych. Szczegdétow nie podamy.



