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Przyktad /Zastosowanie 21.13 (Kody Reeda-Solomona). Ustalamy ciato F, zwykle jest
to cialo F = Fom. Traktujemy wiadomos¢ (ag, ay, . .., ax_1), gdzie a; € F, jako wielo-

mian 24«\4 —’—)ﬂ:/
k< 9™

(au.. ~,,) €FC

k—1 L
_2 = Y axpc Flz] Vs
> “—
> = OZO/QZ-’—lOl?['--'OLM_J_

Po (o), Belet) | R(4) oy LteL, )
i s L

) 1 k. -
d’o ol-a L. ol'!i G o
odody .oiddy a:l =
° \~ .| -l f
‘Lp\ ! = --°ZM'.L Al

Kodujemy te wiadomosé jako wartosci wielomianu f w n réznych niezerowych punk-
tach po,p1,...,pn1 € F, gdzie n > k. Punkty moga by¢ wybrane dowolnie, ale
zwykle ten wybor jest ustalony, bo dla pewnych wartosci tatwiej sie liczy. Zbior
wektorow wartosci w tych punktach to kod Reeda-Solomona.

Kody Reeda Solomona sa kodem liniowym wymiaru k. Podane wyzej kodowanie
odpowiada mnozeniu wiadomosci przez macierz a’la Vandermonde.
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Odlegtos¢

Odlegtosécia (Hamminga) jest dla nas ilo$¢ pozycji, na ktorych rézniag sie dwa wek-
tory. Oznaczenie: d(c, ). To jest odlegtosé, tzn. jest symetryczna, spelnia warunek
trojkata i jesli d(c, ) =0 to c = (.

Py

=
f’

m

..,.)NN\
N

-~
J
\]

Ny} * e /
J Lo o1 ,wwrz(;.,.nau. aorws LuoOLOW"Ju'L
Odlegtos¢ kodu C' to
d(C)= min d(u,v) .

u,veCuzv Ar
> & K. wrd / 0(2 vea/JM\fx
Lemat 21.14. Odleglos¢ kodu Reeda-Solomona ton — k + 1.
7 (> )
dL . kodw

co,w € kool RS |

ALY
.3 I & g (h), Meglg) <k
(a.,,...- f“h-;\ (‘. L )
-F,‘a- o misee. Te remt ot 5 S Lo

e

FW}(}ZQO‘/L
Ly mwnag wice 2 par (el P ta A
omfzmw wo
N O £300 315 me (1) = arrt
w (,g‘ €RS Alw, W)z m-ktf

OL( C) Z m-ktl
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Optymalnosc¢ odlegtosci (ograniczenie Singletona)

Kody Reeda-Solomona sg optymalne, tzn. jesli kod ma wymiar k oraz dtugosé n, to
ktores dwa stowa kodowe maja odlegtos¢ < n — k + 1.

Twierdzenie 21.15 (Ograniczenie Singletona). Jesli w zbiorze |F|™ wybierzemy |F|* wek-
torow, to ktores dwa majqg odlegtosc najwyzej n — k + 1.

olnic,ciw& ‘ﬂ:m JN “','tofélu'"
wholomg  plerure [ Fz"b«g,u(il I\Hkvlgiofn'u.

Ve
L,—i L olow. L \\/ oo b 6
Lo ©_© i;,l_. \\/o co _..L

(C[ v “F[L' el .
1) elbo ns gedagrn \\/_5_ goyosson eld

w — L — JV"'l"T-p? 2 c
AV VAR y — S R
AL ol(u,w)é -l
Z-) “*rhnﬁbbq,w\ /d:o‘;(bk ve _1_ d
-1 2 ¢ e2o 1 -
Wlfbeooofj:________f-é d(a'w)éi—f b

Poprawianie btedow

Naturalne poprawianie: poprawiamy otrzymane stowo do najblizszego stowa kodo-
wego.

Twierdzenie 21.16. Jesli stowo ma mniej niz //\‘/ ande (""f A o

2

<fi

bledow, czyli najwyzej

bledow, to naturalne poprawianie poprawnie dekoduje.
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Algorytm Berlekamp—Welch poprawiania btedow

Cel: dane W = |wy, ..., w, 1| € F™.

. [.0 . n.l.] n—k , AD-- pLh—_L,M
Zakladamy, ze jest najwyzej e < [TJ btedow. /
szukane: wielomian f € F[z], t. ze deg(f) < k, f(a;) # w; dla najwyzej e pozycji
albo ,,7”, jesli nie ma takiego wielomianu.

I — gyt
1 & rnuhomy ¢ o Powor poz. { Ll
Oznaczenie: I = {i : f(o;) # w;}. Dobrze zdefiniowane, bo takie f jest jedyne.
: -
Niech e = |I|. ~ Q_él(__%l o2
Moglibysmy po prostu wybraé te btedy, zinterpolowaé i rozwiagzac. . .
Popatrzmy na wielomian

Definicja 21.17 (Error locator polynomial). Dla zbioru pozycji btedéw I zdefiniujmy
error locator polynomaial:

E(x)- 1 (#d:)
(€T

Q (X)

\

P(x) E(x)

* W lortode & b’ A(d)= o E(o&)
l

o

+ L€ Q(ail)—" -e—(i;\'EZo(;? :D:G.‘.HJ‘)
. S (L= [(o). D ISP

LET Q)= o) Bek) =0 By

O

A Scidle: Q : k

BW1 wielomian F, o wiodacym wspoétczynniku 1, stopnia e < [”T_’“J v

W2 wielomian @Q stopnia < e+ k — 1 QX = f_(x) - E( x)
swi € &

2= 119

Stowem kodowym ma by¢ Q/E (jako wielomian). - E

W3 dla kazdego i zachodzi wiE(ozi) = Q)

Uwaga. Jedli Q/E nie jest zdefiniowane, bo sie dzieli z reszta, albo ma za duzy
stopien, to zwracamy btad. -Q A < - 1

ﬁ(dp)____ﬁ(d\m_,:) o d(w,ﬂr—eé‘_‘f‘—‘_{
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Lemat 21.18. Jesli dla danego i istnieje w' € RS takie ze d(w,w') e < [”T’]“J to
istniejg Q, E' spetniajgce BW.

/7%’ d(."’,-(’—\z(’— s[&;—“ =D HQ,E
T {is dadred \T|=¢

Lemat 21.19. Jesli Q1, By oraz Q2, Ey spetniajg BW, to Q1/FEy = Qa/ Es.

Uwaga. Zauwazmy, ze jest to rownos¢ ilorazow i reszt, tzn. moze by¢, ze oba dzielenia
dajg reszte. Ale jesli jeden sie dzieli bez reszty, to drugi tez, tj. jesli jest poprawny
wynik algorytmu, to wszystkie zwracane daja to samo.

Cth-1 €  ethL ¢

Ry EZ_QZE.L =0

: *"P‘W"? L2¢ th-) QERE. / e,k
¢ Mmoo Lb&pw/‘bwww wort O KRy :,9_4—
1 (zy

/

iz st
e

OL: Qq EZ(?‘L) * ‘*"L'EL["LC) Ez(°[é>
ok Tl i N
0g E(d) = i Bl 4 (L))

To jak to odtworzy¢? Rozwigzemy odpowiedni uktad rownan liniowych. Zauwazmy,
ze nie interesuje nas, czy ten uktad jest jednoznacznie okreslony, moze by¢ nadokre-
slony lub niedookreslony — dowolne rozwiazanie jest OK i wiemy, ze jakies jest.
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Czas dzialania: Trzeba rozwiazaé¢ uktad réwnan: O(n?) (da si¢ moze ciut szybcie;
w zalezno$¢ od danych) oraz podzieli¢ dwa wielomiany — O(n?). Ponownie dla
specyficznych warto$ci moze by¢ ciut lepiej.

21.3 Ciata algebraicznie domkniete

Definicja 21.20 (Ciato algebraicznie domkniete). Cialo F jest algebraicznie domknigte,
jesli kazdy wielomian nierozktadalny jest stopnia 1.

Fakt 21.21. Ciato F jest algebraicznie domkniete wtedy i tylko wtedy gdy kazdy
wielomian ma pierwiastek.

Fakt 21.22. Calo algebraicznie domkniete jest nieskonczone.

Przyktad 21.23. C jest ciatem algebraicznie domknietym. Nie jest nim R ani zadne
L.

Twierdzenie 21.24. Dia ciala F istnieje ' D F, ktore jest algebraicznie domkniete
oraz dziatania F' obciete do F to dzialania F.

21.4 Rozszerzenia ciat

S < [Feats.

L#: Olotm |

Definicja 21.25 (Rozszerzenie ciata). Dla ciata F przez F(S) oznaczamy najmniejsze
ciato zawierajace I, S.

Rozszerzenie F(a) jest przestepne, jesli a nie jest pierwiastkiem zadnego wielo-

mianu z F[z] takie a réwniez nazywamy przestepnym. Jest algebraiczne, jesli a jest

pierwiastkiem jakiegos wielomianu z [F|z]. Q K | i>
R {«,\) (D\(C) d)\(ﬁ) &L_Z é.&lﬂl X+{
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O., ol a? _Gl' e IL\EQY
21.4.1 Rozszerzenie przestepne l—( ) / / 1 y. L

% (=) 7
Jak wyglada rozszerzenie przestepne? %ozemy sobie wyobrazi¢, ze dodajemy do [F

jakis ,$wiezy” element ae. W nowym ciele muszg by¢ tez wszystkie wielomiany z F|a]
oraz ich odwrotnosci. Sa wiec tez wszystkie ilorazy wielomian przez wielomian.

Definicja 21.26 (Ciato utamkéw prostych). Rozwazmy ciato F oraz wielomiany nad
nim F[x]. Na zbiorze { g . f,g € Flz], g # 0} wprowadzamy relacje rownowaznosci
5 ~ f—: < f¢ = f'g. Tak okreSlony zbiér jest cialem z naturalnie zadanym

dodawaniem oraz mnozeniem:

yA
I R R N T - S|
i 7T o 9 9 g9 & RN £ 1

Twierdzenie 21.27. Cialo utamkow prostych dla F jest izomorficzne 2z F{a) dla prze-
stepnego a.

21.4.2 Rozszerzenia algebraiczne
(F Lo > a pd pienvigflism  wred.
. <t +3y t1
Fla?D f[a);'o T > Kt ['FC»(]/
34, L aFRat =

Definicja 21.28. Dla ciala F oraz ctementu a z Jego rozszerzenia przez I(a) (ideat
a) oznaczamy

T (e)={f €Flz] : f(a) =0}

Lemat 21.29. Dia ciala F oraz elementu a z jego rozszerzenia I(a) jest zamkni
na dodawanie i mnoZenie przez wielomiany z Flx].

Lemat 21.30. Dia ciala F oraz elementu a z jego rozszerzenia I(a) jest postaci

Tle\= {fg : g€ Fla])

dla pewnego wielomianu nierozkladalnego f € Flx]. W szczegdlnosci f(a) =0.

'}Qd.;mwdm 2 dold. dp M. frreer 4.

I(«) & ZOAMm A 1 I 'gf,\\
F(Jt)

. po’wm[-q Mgcd(h\3,>: oLt b

VY

Oi@ ()
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Whiosek 21.31. Rozszerzenie algebraiczne E(a) jest izomorficzne z Fx]/=,, gdzie h

generuje [ (a).
-L e 1 D D8
Foda fad o Bt w0
heg (W)= L
Wielomian z Lematu 21.30 to wielomian minimalny dla a nad F.

Definicja 21.32. Jesli F(a) jest rozszerzeniem algebraicznym, to wielomian f, € F|z]
nazywamy wielomianem minimalnym dla a (nad ) jesli f,(a) = 0 oraz dla kazdego
wielomianu g € F[z] spelniajacego g(a) = 0 implikuje f,|g.

Z Lematu 21.30 wynika, ze wielomian minimalny istnieje (choé jest wyznaczony
z dokladnoscia do stalej).

21.5 Wielomiany minimalne nad ciatami skonczonymi

C o.tbt ctb ¢ = o- b
P S (b

r‘lé_M

(2 -0 ML pEN)
Twierdzenie 21.33 (Izomorfizm Frobeniusa). Niech F < F’ bedq ciatami skoniczonymi
on=|F|in’ =|F| elementach. " L
Wtedy przeksztalcenie o : B — F' dane jako P P
() = a"

jest automorfizmem ciafa F', co wiecej, jest ono identycznodcig dokladnic na ele-
mentach ciata .

‘ Ln,ozv\w'fﬁf%
e H il
.twawéf, EX'OW MJO-W:

*
. [F fa,ntr,a AMmo. vt . /|A~L@(

L
m-L_ « e)F*
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Twierdzenie 21.34. Niech F < F' bedqg dwoma ciatami skoriczonymi o q,q" elemen-
tach i niech o € F' \ F.

Wtedy minimalny wielomian dla o jest postact < & F \ F
— r—1 .
[.K —j—'—-( : .( [ fa(X) = TI(X —a”) , K =L
C X -¢)(at ) =0
L7 C ) f ! p X — O&‘V
gdzie r > 0 jest minimalne takie, ze a? = a w ciele F. L=
| X =L

Dowadd. Sprawdzmy, ze: |

1. « jest pierwiastkiem f,,. ‘ L L 2 [t - —

2. f, ma jedynie pierwiastki jednokrotne ’ X - C—ﬁ‘/_,

1
3. jest to wielomian o wspétczynnikach z I, <& olb

4. jest nierozktadalny nad F;

A L= M- o= (% L)
'2,7 pmw..af(u AW

r L

PASRRRE

ll 3 N v -L w
4 oy
ALY oé"’ D Y
H Ozzl'f W Al
- - 4 4
° ¢

—> 1 it Y= ﬁ
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vl I i\ _ o B ov*)_ -1 4!
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TN
Q) N
. S . J N
) ' — f—.l/ | Nv
~ 4 Q- i ~ ~~ J o
/u P \\J) J “N_ L
N A - o / ¢ | VvV
’ A I —_ 0 JN [l f _ \I~
rl L LA \ -I. ’(v .”‘ c
= Y X I X ~ S \ . NN
i N/ dv I GO U ~ \
— — ' — , " v {
Jn. Y a7 F} A~ A 9 ™ _ _
M Y- Usg = /p \ ) )

\ /h ~ ¢ > | \..—/ M —
IR 3D ¥ L[ | [ e \ R LAl )
NN _ T~ " /AN

N 3 . o, R 3

\u M T —_. M’ S ~ ) D' JA/‘D \ ﬂ _
u @v‘l /\ (X ( e . .
R, S - % & A

CERR 3 o i B 2

EEMEVAL § T 3 N e
by o< i OV ~X L A
= RN /m ) > _ N s 0 + 9
M M ) \ . . o) Nl = (\AW)
md rm X l% Qv Foxind 4 9. ° b
.WQ No | . / s N A
(= ) s ~—/ ~ [ , S
A S ¥ | < TNS
(O AN N ~ | _
b . - < 1 TIRRA
IR I 4 CANIZN
p-g ™ \
< 3 N )




~l-

[\

~ go S
Q L
~ ~ \
' N
! ‘ \
1 ()
3 \ -
~ Y \
J W \M / NA
,w / ) oS
>y S N\
RBINAY s S NI
L.Mo } %.Tl\; /
«?n_(aru VP |ﬂl|\
RS
N/
0




