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Rozdziat 22 [F - dalo
F* - bidr ol b, P (O]

Skonczone I'" jest cykliczne (F )

M
C m %M -€ x =41
Chcemy pokazac, ze jesli F jest skonczone, to F* jest cykliczna. Dowod opiera sie na
wykazaniu, ze istnieje w niej element rzedu n = |F| — 1, co daje, ze jest on genera-
torem. Aby to pokazaé, bedziemy dla kazdego k < n zlicza¢ w grupie cyklicznej n
elementowej oraz w grupie F* elementy, ktore sa rzedu k. Zauwazmy, ze wystarczy
pokazaé, ze w grupie F* jest nie wiecej, niz w C), (grupa cykliczna o n elementach).

Lemat 22.1. Niech R(G, k) oznacza liczbe elementow rzedu k w grupie abelowej G.
Jesli dla grupy skoriczonej G o n elementach zachodzi dla kazdego k

= Cn
R(G,k) < R(C,. k)

to G jest izomorficzne z C,,. R(6,n= R (('N"“)
Z (oW~ <5 R(CODEA

1< “w

w

Niestety, zliczanie elementéw rzedu k jest do$é¢ klopotliwe. Latwiej jest zliczy¢
elementy, ktorych rzad dzieli k.
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240 ROZDZIAEL 22. SKONCZONE F* JEST CYKLICZNE

22.1 Rzedy elementéw w grupie cyklicznej

Lemat 22.2. Niech g bedzie generatorem grupy cyklicznej G- o n elementach. Wtedy
g™ jest jej generatorem <= ged(m,n) = 1. W szczegdlnosci G ma p(n) generato-
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Na ¢wiczeniach pokazaliSmy lemat:

Lemat 22.3 (Przypomnienie). Jesli G jest cykliczna, to kazda jej podgrupa jest cy-
kliczna.

Lemat 22.4. Niech G bedzie grupa cykliczng rzedu n.

1. W G istnieje element rzedu d wtedy 1 tylko wtedy, gdy d|n.

2. Niech d'|d, dln. Wtedy podgrupa G, < G, generowana przez element rzedu d
zawiera dokladnie o(d') elementow rzedu d', sq to wszystkie elementy rzedu d
z grupy G.

3. Grupa G zawiera doktadnie d elementow spetniajacych réwnanie x°

doktadnie elementy podgrupy Gg.

= e, sq to
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22.1. RZEDY ELEMENTOW W GRUPIE CYKLICZNEJ 241

Lemat 22.5. Niech G bedzie grupg skonczong rzedu n. Jesli dla dowolnego k € N
zbior {g € G : ¢ = e} ma najwyzej k elementow, to G jest cykliczna.

v R(6 W & R(C k) = 6=Ca
K \Gl=m
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242 ROZDZIAE 22. SKONCZONE F* JEST CYKLICZNE
22.2 Rzedy elementéow w [F*

Pokazalismy wczesniej, ze:

Lemat 22.6 (Przypomnienie). Réwnanie 2¥ =1 ma w ciele skoriczonym F najwyzej
k roznych pierwiastkow.

Twierdzenie 22.7. Grupa F* jest cykliczna.
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