Algebra 2024/25 — Egzamin cze$é I
Czas: 180 minut.

Wszystkie Zadania D1-D3 nalezy oddaé na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce; zadania D4-D7 nalezy oddaé na jednej,
podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty. Kazde Zadanie T1 — T5 nalezy odda¢ na osobnej, podpisanej nrem
indeksu kartce. Rozwigzanie powinno zawiera¢ zwiezly opis dokonywanych operacji oraz kroki poérednie obliczen. Punktacja:
po 10 punktow.

Osoby zaliczajace réznice programowe: zadania D4-D7 oraz T4, T5 czas: 90 minut.

Zadanie D1. Co to jest podprzestrzen liniowa przestrzeni liniowej? Jaka znasz alternatywna charakteryzacje podprzestrzeni
liniowej? Jak jest zdefiniowana suma W + W’ podprzestrzeni liniowych? Co umiesz powiedzieé o przecigciu podprzestrzeni
liniowych? Co umiesz powiedzie¢ o wymiarze sumy przestrzeni liniowych?

Zadanie D2. Co to znaczy, ze przeksztalcenie jest liniowe? Jak jest zdefiniowany obraz, a jak jadro przeksztalcenia liniowego?
Co mozesz wigcej powiedzie¢ o jadrze i obrazie (zaréwno razem jak i osobno) przeksztalcenia liniowego?

Zadanie D3. Co to znaczy, ze macierz jest odwracalna? Jakie znasz charakteryzacje tego, ze macierz jest odwracalna? Podaj
jawny wzér na macierz odwrotna. Jaki jest zwiazek pomiedzy wyznacznikiem macierzy i wyznacznikiem macierzy odwrotnej?
Jesli, A i B sa odwracalne i odpowiednich rozmiaréw (tak, ze operacje sa dobrze zdefiniowane), ktére z ponizszych macierzy sa
odwracalne (nie musisz uzasadniad) A=!, A*, AB, A+ B,(A+ B)(A — B)

Zadanie D 4. Co to znaczy, ze przeksztalcenie jest izometria? Jakie sa alternatywne charakteryzacje izometrii? Co umiesz
powiedzie¢ o wyznaczniku izometrii? Dla jakich baz macierz izometrii wyrazona w tej bazie ma specjalne wlasnosci (i jakie to
wlasnosci)?

Zadanie D5. Co to jest rzad elementu w grupie? Co to jest parzysto$é¢ permutacji? Jakie znasz wlasnosci parzystosci permutacji?
Jak policzy¢ parzysto$é permutacji (a jak rzad permutacji) majac jej rozklad na cykle rozlaczne?

Zadanie D6. Jak jest zdefiniowana funkcja Eulera ¢? Jakie sa jej wlasnodci, jak ja obliczaé? Co mozesz powiedzieé o p(n) i
pierscieniu Z,,?

Zadanie D7. Co to znaczy, ze wielomian jest nierozkladalny? Co umiesz powiedzie¢ o podzielnosci przez wielomian nieroz-
kladalny? Co umiesz powiedzie¢ o rozkladzie na wielomiany nierozkladalne w Flx], gdzie F jest cialem? W jakiej konstrukeji
uzywamy wielomianu nierozkladalnego? Jakie znaczenie w tej konstrukcji ma stopien tego wielomianu?

Zadanie T1. Podaj bazy jadra i obrazu nastepujacej macierzy
1 -2 -1 =2
-1 2 0 1
2 -1 1 0
2 -1 -1 =2

Zadanie T2. Ile rozwigzan ma ponizszy uklad réwnan nad Z,7 w zaleznosci od wartosci parametru A € Zq77

3r —Ay 45z = =\
A2z +2Xz = 0
S5 42y 43z = -—A
Zadanie T3. Dla podanej macierzy liczb rzeczywistych oblicz wartosci wlasne oraz ich krotnoséci geometryczne i algebraiczne
2 2 -1
-2 -1 2
1 2 0

Zadanie T4. Dla permutacji

(1 2 345 6 78 9 10 11 12
=\4 1156 7103 212 1 9 8 )
.6

T =(2,3,9,7,12,5)(1,8,10,11)(4, 6)

oblicz permutacje
p= 090762

Przedstaw p jako zlozenie cykli roztacznych. Podaj permutacje odwrotna p~!. Podaj rzad p,p~t. Czy p,p~*

parzystymi?

sa permutacjami

Zadanie T5. Oblicz najwiekszy wspdlny dzielnik ponizszej pary wielomianéw f,g € R[z] o wspélczynnikach rzeczywistych.
Przedstaw ged(f, g) jako odpowiednia kombinacje f, g.

f=a5%+225—62*+22%2 — 112+ 6
g=a"+ 4z + 223 +32% + 42 — 4



