Lista 1

Zadanie 1. Sprawdz, czy nastepujace podzbiory R™ sg podprzestrzeniami liniowymi:
1. {(a,b) € R?: 5a +2b= 0}

2. {(a,b,c) €R3:2a —c=0}

3. {(a,b,c) € R®: 5a +2b=2a — c =0}
4. {(a,b) € R? : |2a| + |b| = 0}

5. {(a,b) € R? : |2a| + |b| = 1}

6. {(a,b) € R? : |2a|] — |b| = 0}

7. {(a,b) € R? : |2a| — |b| = 1}

8. {(a,b) € R?: |ab| = 1}

9. {(a,b) € R?:ab=a}

Zadanie 2. Niech V — przestrzen liniowa nad F oraz W, W’ < V beda jej podprzestrzeniami.
Pokaz, ze W + W’ jest najmniejszg przestrzenia liniowa zawierajaca W i W',

Zadanie 3. Niech V — przestrzen liniowa nad F oraz W; <V dla i € I beda jej podprzestrzeniami. Pokaz,
ze (V;e; W; jest najwigkszg przestrzenig liniows zawartg w kazdej z W;.

Zadanie 4. Pokaz, ze dla przestrzeni liniowych Vi,..., Vi nad tym samym ciatem F, iloczyn kartezjanski
Hle V; z dodawaniem i mnozeniem po wspolrzednych, jest przestrzenia liniowa nad F.

Zadanie 5. Niech U, W, W’ < V. Udowodnij zawieranie:
UNW)+ (UNW)<UN(W+W)
Pokaz, ze jesli W < U to zachodzi réwnos¢ obu stron powyzszego zawierania.

Zadanie 6. Rozwazmy przestrzen Z3 (zbiér trzyelementowych ciagéw elementéw z Zs, nad ciatem Zg). Ile
wektoréw nalezy do LIN((1,2,1),(2,1,1))? A ile do LIN((1,2,1),(2,1,2))?
Zadanie 7. Pokaz nastepujace fakty wprost z definicji, tj. rozpisujac odpowiednie kombinacje liniowe:

e Niech V bedzie przestrzenia liniowa, U C V ukladam wektoréw. Wtedy:
LIN(U) = LIN(LIN(U)) .

e Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem F, za$ v,...,0; € V wektorami z tego ciata. Jedli
skalary ai,...,ax € F sa niezerowe to

LIN(’D&, ce ,ﬁk) = LIN(O&ll_ﬁ, ce ,Oékﬁk).
e Dla i # j oraz skalara a € F

LIN(’D&, R ,’Uk) = LIN(’D&, ey U1, U + Oél_)’j,17,£+1, - ,’17k)

Zadanie 8 (* Nie liczy sie do podstawy). Niech M bedzie zbiorem skonczonym. Na zbiorze jego podzbioréw
M okreglamy operacje:
U+U :=UAU', 1-U=U, 0-U=40,
gdzie A oznacza réznice symetryczna, tj. UAU’ = (U \ U’) U (U’ \ U). Pokaz, ze tak okreSlony zbiér jest
przestrzenia liniowa nad Zs.

Zadanie 9. Przedstaw wektor W jako kombinacje liniowa podanych wektorow 171, ceey Vi (lub uzasadnij, ze
to niemozliwe), nad cialem R:

1.W=(1,5),‘71=( 1), Vo = (20)

2. W =(5,10,11), V; = (1,2,3), Vo = (0,3,2), V3 = (1,1,1).
3. W = (5,10,11), V (1,2,3), Vo = (0,3,2), Vs = (1,8,7).
4. W = (4,17,18), Vi = (1,2,3), Vo = (0,3,2), V3 = (3,9,11).



Zadanie 10. Niech V| przestrzen liniowa nad cialem F, U = (v, ..., U;) bedzie uktadem wektoréw z V, zas
ai,...,ar € F ciag skalaréw, takich ze ay # 0. Pokaz, ze

k
LIN ({Z QV;, Vg . .. ,Uk}> = LIN ({v1,v2...,0%}).
i=1

Zadanie 11. Pokaz réwnowazno$é¢ nastepujacych warunkéw (dla B = {#, ¥a,...,0x} C V):
1. Uktad B jest liniowo niezalezny.
2. Wektor 0 ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze zbioru B.

3. Pewien wektor z LIN(B) ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw
ze zbioru B.

4. Kazdy wektor z LIN(B) ma najwyzej jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw
z B.

Zaneguj powyzsze warunki, aby uzyska¢ charakteryzacje zbiorow liniowo zaleznych.



