Lista 8

Zadanie 1 (* Nie liczy sie do podstawy). Udowodnij, ze dla macierzy kwadratowych A, B wielomiany cha-

rakterystyczne macierzy AB oraz BA sg takie same.
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Zadanie 2. Rozwazmy macierz kwadratowa M oraz jej macierz transponowang M’ . Udowodnij, ze M oraz
M7 maja te same wartoéci wlasne oraz ze dla ustalonej wartogci wiasnej A

e jej krotnoéci algebraiczne dla M oraz M7 sa takie same;

e jej krotnoéci geometryczne dla M oraz M7 sa takie same.
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Zadanie 3. Udowodnij, ze jesli A1, g, ..., Ax sa réznymi wartosciami wlasnymi macierzy M, to suma (mno-
gosciowa) baz przestrzeni V), ,..., V), jest zbiorem liniowo niezaleznym.
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Zadanie 4. Znajdz wartosci wlasne, ich krotnoéci algebraiczne i geometryczne dla ponizszych macierzy:

7T =12 6 2 -1 2 0 1 0
10 —-19 10}, 5 =3 3|, -4 4 0
12 —-24 13 -1 0 =2 -2 1 2

Dla jednej z wartosci oblicz odpowiadajace wektory wlasne.

Zadanie 5. Rozwazmy macierz kwadratowa M wymiaru nxn oraz jej wielomian charakterystyczny ¢ () =
det(M — x1d). Udowodnij, ze:
o wspOlezynnik pps(z) przy =" wynosi (—1)";
« wspétezynnik s (x) przy z¥ wynosi det(M).

Zadanie 6 (Klatka Jordana). Klatka Jordana wymiaru n X n to macierz postaci

A 1 0 0 - 0]
0 A 1 - 0
oo x 1 --- 0
oo 0 --- X 1
00 0 -+ 0 Al

Pokaz, ze ma ona doktadnie jedng warto$¢ wlasna A o krotnoéci algebraicznej n oraz krotnosci geometrycznej
1.

Zadanie 7. Dla wielomianu ¢(z) = Zf:o a;x" mozemy zdefiniowaé naturalnie wartoéé tego wielomianu na
macierzy kwadratowej, jako (M) = Zf:o a;M*, gdzie M9 = Id.

Niech M = AJA™!, gdzie J jest macierza Jordana (tzn. na przekatnej ma klatki Jordana), za$ ¢y jej
wielomianem charakterystycznym. Celem tego zadania jest pokazanie, ze ¢y (M) jest macierza zerowa.

(W pelnej ogélnosci to zadanie powinno méwié, ze A, J sa macierzami nad C, ale w zasadzie nic nie
zmienia to w dowodzie: wystarczy, ze pokazesz to dla R.)

Mozesz pokazaé to wg. nastepujacego schematu.

o Pokaz teze dla M bedacej klatka Jordana.

o Pokaz, ze dla macierzy Jordana J i wielomianu p(x) mamy

Ji p(J1)
Jo p(J2)

Ji . p(Jk)



o Pokaz, ze jedli p(x) = q(z)r(x) to p(M) = q(M)r(M).
o Pokaz, ze dla macierzy Jordana J mamy ¢ ;(J) = 0.
 Pokaz, ze dla macierzy A, M oraz wielomianu p(z) mamy p(A~1MA) = A=1p(M)A.

Zadanie 8. Niech w bedzie wielomianem o wspétczynnikach rzeczywistych. Pokaz, ze dla liczby zespolonej
o mamy w(a) = w(a) (gdzie = to sprzezenie).

Wywnioskuj z tego, ze jesli w ma pierwiastek zespolony f3, to /3 tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Wywnioskuj z tego, ze jesli macierz o wspélezynnikach rzeczywistych (traktowana jako macierz o wspol-
czynnikach zespolonych) ma zespolong warto$¢ wlasna 3, to ma tez wartosé¢ wlasna 3.

Udowodnij, ze w tym przypadku, jesli wektor o wspélezynnikach zespolonych V. = [v1,...,v,]T jest
wektorem wlasnym dla zespolonej wartosci wlasnej 3, to vV = [01,...,7,]7 jest wektorem wlasnym dla
zespolonej wartoéci wlasnej (3.

Zadanie 9. Pokaz, ze:
e suma macierzy symetrycznych jest macierza symetrycznag;

e iloczyn macierzy symetrycznych A, B jest macierza symetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy AB = BA.

Zadanie 10. Niech M bedzie symetryczng macierza 2 x 2 nad liczbami rzeczywistymi. Pokaz, M ma dwa
niezalezne wektory wlasne.
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Zadanie 11. Moéwimy, ze macierz liczb rzeczywistych (mj ;)i j=1,.n jest dodatnia, jesli m;; > 0 dla 1 <
2,5 < n.

Niech A, B beda tego samego rozmiaru i obie dodatnie, niech tez o > 0. Pokaz, ze A + B,aA, AB
tez sa dodatnie.



