Lista 15

Zadanie 1. Wykonaj ponizsze obliczenia modulo 3,5, 15. Oznaczenie 627! oznacza element odwrotny do 62
mod m w odpowiednim Z,,.

o —(125-18432-49)71-(75-27—16-7) + (77-2271 — 18 - 255);
o 157 —34312.241% + 175123 — (1767 1)* - 1212

Zadanie 2. Rozpatrz dzialanie algorytmu Euklidesa na dwéch kolejnych liczbach Fibonacciego. Jak wyglada
para liczb trzymanych po k-tym kroku? Udowodnij, ze dla pary liczb (F,41, Fpi2) algorytm wykonuje
przynajmniej n krokow.

Pokaz, ze algorytm Euklidesa (w ktérym zastepujemy a przez amod b, a nie a przez a — b) wykonuje
O(log(a) + log(b)) krokéw.
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Zadanie 3. Uogdlnij algorytm Euklidesa dla wigkszej liczby liczb mq, ma, . .., my. Pokaz, ze gcd(my, ..., mg) =
Zle x;m; dla pewnych liczb catkowitych x;. Uwaga: zwr6¢é uwage na poprawnosé wyniku (jak zdefinio-
waé ged wielu liczb?).
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Zadanie 4. Pokaz, ze dla dodatnich calkowitych liczb a,b istnieja dokladnie dwie pary liczb calkowitych
(x,y), takich ze:
e xa+ yb= ged(a,b) oraz
o |2 < gatamy Y] < gaam-
Pokaz ponadto, ze w jednej z tych par x jest dodatnie, a y niedodatnie, za§ w drugiej odwrotnie.
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Zadanie 5. Pokaz, ze dla liczb my, ..., my istnieja x1, ...,y calkowite, takie ze

k
ged(my,...,my) = inmi
i=1

= (Em) )

Mozesz w swoim rozwiazaniu skorzysta¢ z Zadania 3, nawet jesli nie umiesz go zrobi¢.
Nie tak trudno jest tez pokazaé ograniczenie liniowe (ale dla niektérych podej$é wychodzi kwadratowe).
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Zadanie 6. Oblicz ged dla nastepujacych par liczb. Przedstaw je jako kombinacje liniowa (o wspélezynnikach
catkowitych) tych liczb.
{743,342},{3812, 71}, {1234, 321}.

Zadanie 7 (* Nie liczy sie do podstawy). Przypomnijmy, ze chinskie twierdzenie o resztach méwi, ze gdy
mi, ma, ..., my sa parami wzglednie pierwsze, to naturalny homomorfizm z Zy,, .;my-.myy W Ziny X Ly X =+ + X
Loy, jest izomorfizmem.
Pokaz, ze obrazem Z
Loy X Ly X =+ X Ly
Wywnioskuj z tego, ze ze jesli n, m sa wzglednie pierwsze, to p(nm) = ¢(n) - p(m).

*

iy ma-my, (CZY1 elementéw odwracalnych W Zyy, my.m,) tego izomorfizmu jest

Zadanie 8. Tle wynosi p(p*), gdzie p jest liczba pierwsza a k > 1? Okredl, ile wynosi p(p* - p§> - - -pp¥) dla
D1, P2, - - -, Pp—rOznych liczb pierwszych.
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Zadanie 9. Oblicz ¢ dla nastepujacych liczb: 7,9,27,77,143,105. Mozesz skorzystaé z Zadania 8.



Zadanie 10. Podaj dowolne rozwigzanie w liczbach naturalnych ponizszych uktadéw réwnan.

z mod7 =1 zmod9 =38 z mod 13 =3
Tz modb =4 r mod 11 =3 z mod 17 =11

Zadanie 11. Wyznacz najmniejsza liczbe naturalng, ktora przy dzieleniu przez 2, 3, 5, 7, 11 daje odpowiednio
reszty 1, 2, 4, 6 i 10.



