Lista 3

Zadanie 1. Zal6zmy, ze dla przestrzeni liniowych W, W’ < V zachodzi
dim(W + W') = 1+ dim(W N W) .
Udowodnij, ze suma W + W’ jest jedna z przestrzeni W, W', a przeciecie W N W—druga.

Zadanie 2. Niech W, W/, W" < V.
Udowodnij, ze

dim((W + W) N W) + dim(W N W) = dim((W' + W) N W) + dim(W N W")
Zadanie 3. Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(7T") oraz LIN(S) + LIN(T") dla
S = {(L 2,0, 1)7 (L 1,1, 0)}7 T = {(17 0,1, 0)7 (1a 3,0, 1)} :

Zadanie 4. Dane sa dwa uklady wektoréw w przestrzeni R® (nad ciatem R):
S = {(3 111 5),(0 5 —2 4 —1)} i T = {(1 5 3 -3 3),(—1 3 3 -2 0)}. Tle
wynosza wymiary LIN(S UT) oraz LIN(S) N LIN(7")? Podaj dowolna baze LIN(S UT).
Zadanie 5. Niech W < V bedg przestrzeniami liniowymi, za$ () # U C V. Udowodnij, ze nast¢pujace warunki
sg rOwnowazne:

1. istnieje wektor u € V, taki ze U = 4 + W,

2. istnieje wektor 4 € U, taki ze U = & + W;

3. dla kazdego wektora u € U zachodzi U = @ + W.
Udowodnij tez rownowazno$¢ ponizszych warunkdw:

1. istnieje wektor @ € V, taki ze U —u <V,

2. istnieje wektor @ € U, taki ze U —u <V,

3. dla kazdego wektora @ € U zbiér U — 4 < V.

Zadanie 6. Dla podanych warstw U przestrzeni R® oraz wektoréw 1% okredl, czy vV eU. Odpowiedzi

uzasadnij.

(a) U =[1,3,2] + LIN([2,1,5],[2,0,1]), V = [3,6, 15]

(b) U =[1,3,2] + LIN([2,1,5],[2,0,1]), V = [4,6,16]

(¢) U =[1,0,1] + LIN([1,1,1],[3, -1, —4]), V = [4,7,17]
(d) U =[1,0,1] + LIN([1,1,1],[3, -1, —4]), V = [—8, 14, 34]

Zadanie 7. Niech W < V. Pokaz, ze u, ¥ naleza do tej samej warstwy U wtedy i tylko wtedy, gdy ©—v € W.
Korzystajac z tej wlasnosci pokaz, ze zbidr ciagéw spelniajacych réwnanie rekurencyjne (dla kazdego
n > 2)
ap = ap—1 + 202 + p(n)

dla pewnego wielomianu p jest warstwa przestrzeni ciagdéw spelniajacych réwnanie rekurencyjne (dla n > 2):
ap = Ap—1 + 20p_2.
Zadanie 8. Ktoére z ponizszych przeksztalcen sa liniowe (dziedzinami i przeciwdziedzinami przeksztalcen sa
przestrzenie R™ dla odpowiednich n)?
o L'(z,y,2) = 3z + 5y — 22,22 — y) ,
® L”(I’,y,Z) = (:E y—l—z,—2x - 27_2y_ Z) .



Zadanie 9 (* Nie liczy sie do podstawy, cho¢ nie jest takie trudne). Zal6zmy, ze dla przeksztalcenia liniowego
L : R? — R? zachodzi L3(7) = 0, dla kazdego wektora & € R2. Pokaz, ze wtedy réwniez L?(7) = 0, dla
kazdego wektora v.
Udowodnij uogélnienie tego faktu:
Jedli dla L : R™ — R™ oraz pewnego k > n zachodzi L¥(%) = 0 dla dowolnego wektora @, to zachodzi réwniez
L™(%) = 0.
"ouZdRZ OMOIUI] U0 BG (), T <~ (@) 7 (@) 7T ‘@ L1035 ZRMZOY DYMOZDYS

Zadanie 10. Wyznacz bazy obrazu i jadra dla nastepujacych przeksztatcen liniowych (z R3)
« H(z,y,2) = (z+y,y+2);
o I(z,y,2)=(x+y2y+2zy—2);
o J(z,y,2) = (x +y, 2z + 2y, 3z + 3y).

Dla obrazu: skorzystaj z faktu: jesli F': V. — W oraz LIN(¥y,...,0x) =V to LIN(F(v1),...,F(0;)) =ImF.
Dla jadra: utéz odpowiedni uktad réwnan.

Zadanie 11. Rozwazmy przestrzen wielomianéw o stopniu najwyzej 7 nad cialem Zs oraz przeksztalcenie
liniowe zdefiniowane jako suma pierwszej i drugiej pochodnej, tj.:

F(z') =iz +i(i — D)a™2 |

gdzie i(i — 1)2'~2 dla i < 2 oznacza 0.
Podaj bazy jadra ker F' i obrazu Im F' tego przeksztalcenia. Podaj ich wymiary.



