Lista 9

Zadanie 1. Dla wektora V niech > V oznacza sume jego wspodirzednych.
Niech A bedzie macierza stochastyczna. Pokaz, ze dla kazdego V' zachodzi

A =SV . ()
Pokaz tez twierdzenie odwrotne: macierz A, ktéra ma wszystkie elementy nieujemne i ktéra dla kazdego
V spelnia (*), jest macierza stochastyczna.

Zadanie 2. Udowodnij, ze iloczyn dw6ch macierzy kolumnowo stochastycznych (dodatnich), jest macierza
kolumnowo stochastyczna (dodatnia).

Niech Mj, ..., My beda macierzami kolumnowo stochastycznymi (dodatnimi) oraz aq, ..., oy sa liczbami
nieujemnymi, spelniajacymi ), a; = 1. Pokaz, ze

k

ZaiMi

i=1
tez jest macierza kolumnowo stochastyczna (dodatnia).

Zadanie 3. Niech A bedzie dodatnia macierza kolumnowo stochastyczna, potraktujmy ja jako macierz liczb
zespolonych. Pokaz analogicznie do dowodu na Wykladme ze jesli A ma (zespolon@) warto$¢ wlasng o module
1, to wektor wlasny tej wartosci wlasnej jest postaci aV gdzie o € C oraz V>0 (w szczegblnosci: 1% jest
Wektorem liczb rzeczywistych): w tym celu rozwaz, co sieje sie, jesli na réznych wspétrzednych sa rézne liczby
(zespolone) o réznych argumentach). Wywnioskuj z tego, ze A ma jedynie rzeczywiste wartosci wlasne o
module 1.

Zadanie 4. Dla wektora V = [v1,...,v,]7 € R niech |V, = 327 |vil.
Niech A bedzie macierzg stochastyczng. Pokaz, ze dla wektora V' € R"

AVl < [V -
Wywnioskuj z tego, ze A nie ma wartosci wlasnej o wartosci bezwzglednej wigkszej niz 1.

Zadanie 5 (* nie liczy sie do podstawy). Niech A bedzie dodatnia macierza stochastyczna. Pokaz, ze war-
tos¢ wlasna 1 ma krotnosé algebraiczng 1 dla A.
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Zadanie 6. Rozwazmy graf o wierzchotkach {1,2,3,4} i krawedziach skierowanych 1 — 2, 1 — 3, 1 — 4,
2—-3,2—->43—=>1,4— 1,4 — 3. Jak wyglada znormalizowana macierz sasiedztwa tego grafu? Oblicz

ranking dla tej macierzy, tzn. wektor wlasny dla wartosci wlasnej o sumie wspétrzednych 1.
Oblicz PageRank tego grafu dla m = 0,25.

Zadanie 7. W dowolnym jezyku programowania napisz program, ktéry obliczy PageRank metodg iteracyjna.
Jak ustali¢ warunki zakonczenia obliczania?
Oblicz w ten sposéb PageRank dla macierzy z Zadania 6 zaczynajac od:

¢ jednorodnego rozktadu
¢ losowego rozkladu

e rozkladu skupionego w jednym wierzchotku.
Przeprowadz eksperyment na jakim$ wickszym grafie.

Zadanie 8. Niech A bedzie macierza stochastyczna dodatnia (rozmiaru n x n) a Vi bedzie przestrzenia
wektorow wlasnych dla wartosci wlasnej 1. Pokaz, ze Vi N V_y = {0} oraz V; + V_o = R".
(Dla przypomnienia: V_g to podprzestrzen wektoréw o sumie wspélrzednych réwnej 0.)



Zadanie 9. Rozpatrzmy klatke Jordana J dla |A| < 1, mozesz zalozy¢, ze A € R, choé¢ zapewne dowdd dla R
uogdlnia sie do C. Pokaz, ze lim, o, J" to macierz zerowa. Granice rozumiemy tutaj punktowo, tj. macierz
J* = limy, o0 J", jedli dla kazdego 4, j granica lim,,_,o.(J"); ; istnieje oraz (J°); j = limy o0 (J™)i ;-
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Zadanie 10. To zadanie pokazuje, ze iteracyjna metoda obliczania PageRanku zbiega wykladniczo szybko.
Niech A bedzie macierz stochastyczna (niekoniecznie dodatnia!) rozmiaru n x n a P macierza stocha-
styczna n X n postaci
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Dla liczby rzeczywistej 0 < m < 1 niech M,, oznacza macierz
M, =(1—-m)A+mP .
Pokaz, ze dla wektora Ve V—g zachodzi
MV < (1 =m)| V1 -
Mozesz skorzystaé¢ (bez dowodu, choé jest on prosty) z faktu, ze dla dowolnych wektoréw W, U zachodzi
10+ Wi < Tl + Wl -
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Zadanie 11. Niech A bedzie dodatnia macierza kolumnowo stochastyczna. Pokaz, ze A nie ma wartosci
wlasnej —1.
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