Lista 10

Zadanie 1. Pokaz, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej M (odpowiedniego rozmiaru) zachodzi

gdzie - oznacza standardowy iloczyn skalarny.

Zadanie 2. Niech M bedzie macierzg symetryczna (tj. M = MT). Pokaz, ze
U-(MV) = (MU)-V (**)

(zakladamy, ze wymiary sie zgadzaja). Pokaz tez wlasno$é¢ odwrotna: jesli M spelnia wlasnosé (**) dla
kazdych ﬁ, 17, to M jest symetryczna.
Wywnioskuj z tego, ze jesli A # X sa réznymi warto$ciami wlasnymi macierzy symetrycznej M o wek-
torach wlasnych V oraz ﬁ, toV-U = 0, tj. ViU sg prostopadte.
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Zadanie 3. Udowodnij nieréwnos¢ (inaczej, niz na wyktadzie)
U-vVIi< U]V

dla U , V € R™. Pokaz tez, ze rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (7, 1% sg liniowo zalezne.
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Zadanie 4; I{dowodnij, ze w przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym dla dowolnej pary
wektorow U, V' zachodzi
W=Vl <= (G-V)LO+V).

Zinterpretuj ten fakt jako stwierdzenie: ,,przekatne rownolegloboku sg prostopadle wtedy i tylko wtedy,

gdy réwnoleglobok ten jest rombem”.
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Zadanie 5. Dla podanych ponizej uktadéow wektoréw podaj bazy dopelnien ortogonalnych przestrzeni linio-
wych przez nie generowanych:

« [1,0,1]7,12,3,1]7 nad R;

e [1,0,1,0],]0,1,0, 1] nad Zs;

e [1,0,2] nad Zs.
Uwaga: w przestrzeniach Z; dopelnienie ortogonalne WL moze nie by¢ rozlaczne z W, moze nawet zacho-
dzi¢ réwnoéé Wt = W.
Zadanie 6. Niech V;,Vy <" rozpatrzmy standardowy iloczyn skalarny (na F™). Pokaz, ze:

¢ Vi <V, < Vi >V,

o (Vi4Vy)t=Vinvy,

o (ViNnVy)t =Vi +Vy.

Zadanie 7. Niech U C F" bedzie ukladem wektoréw, rozpatrzmy standardowy iloczyn skalarny (na F™).
Pokaz, ze (U+)+ = LIN(U).

Zadanie 8 (* nie liczy sie do podstawy, cho¢ nietrudne). Pokaz, ze dla kazdego kodu liniowego istnieje kod
mu réwnowazmy, ktéry ma kodowanie systematyczne, tj. ma macierz generatoréw postaci:
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Zadanie 9. Rozpatrzmy przestrzen liniows wielomianéw o wspoétczynnikach rzeczywistych stopnia najwyzej
3. Zdefiniujmy iloczyn skalarny jako

1
va) = | plajg(a)de
Oblicz iloczyny skalarne (z%, 27) dla 0 <i < j < 3.

Zadanie 10 (Macierz Grama). Zdefiniujmy macierz Grama ukladu wektoréw {71, ..., v} w przestrzeni Eu-
klidesowej V wymiaru k£ jako

G{th,...,0}) = (U5, 7)) )ij=1,.k -

Niech B = by, ..., by, bedzie baza ortonormalng V. Zdefiniujmy macierz A = [(71)5 | (T2)5 | .- .| (T)5], tj.
macierz, ktérej j-ta kolumna to wektor z R"™ bedacy wyrazeniem v; w bazie B. Pokaz, ze

G{v,...,0}) = ATA .

Korzystajac z tej reprezentacji udowodnij, ze
o det(G({¥1,...,Uk})) jest nieujemny
o det(G({¥h,...,Tk})) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy {#7,..., 0k} jest liniowo zalezny.

Komentarz: Zalozenie, ze wymiar przestrzeni i liczba wektoréw w ukladzie sg takie sama nie jest potrzebne,
ale utatwia rachunki.

Zadanie 11 (Nieréwno$¢ Bessela; réwno$¢ Parsevala). Niech {é1, ..., €} beda uktadem ortonormalnym (nie
zakladamy, ze jest baza). Pokaz, ze dla dowolnego wektora o'

k
Yol o P < JIvl*

=1

Co wiecej, {€1,...,€x} jest baza wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ zachodzi réwnosé.



