Lista 11

Zadanie 1. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad R a (-, -) bedzie iloczynem skalarnym na tej przestrzeni.

Niech B = 51, ey l_;n bedzie baza ortonormalna V a P : V — V rzutem prostopadlym na podprzestrzen
jednowymiarowa W < V.
Pokaz, ze suma kwadratéw dltugosci rzutéw prostopadlych wektoréw z B na W wynosi 1, tj.:
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Zadanie 2. Pokaz, ze ,rzut prostopadty nie zwieksza dtugoéci”: niech P bedzie rzutem prostopadlym na
W < V. Wtedy dla kazdego ¢ € V zachodzi
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i réwnoéé¢ w drugim przypadku zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v € W.

Zadanie 3. Pokaz, ze symetria wzgledem przestrzeni W < R™ wyraza si¢ wzorem
2Py — 1d

gdzie Py to rzut prostopadly na W, zas Id to przeksztalcenie identycznosciowe.
Symetrie definiujemy jako jedyne przeksztalcenie liniowe, takie ze

SwV =V dlaV e W
SwV = -V dla V ¢ W+

Zadanie 4. Zdefiniujmy iloczyn skalarny na przestrzeni wielomianéw jako

1
(9,h) = ;/_fq(x)h(x)d:c .

Dokonaj ortonormalizacji (dowolnej) bazy przestrzeni wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 2.
Zrzutuj prostopadle na ta przestrzen wielomiany 23 oraz 23 — 2% + z — 1.
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Zadanie 5. Zortonormalizuj a nnastepnie uzupetnij do bazy ortonormalnej podane uktady wektordw:
(L1 1 Ly (1l 11y
1999992/ \299y7 297 9 )
12y (21 _2
« (3:3:3), (3,3, 73)-
Zadanie 6. Niech V bedzie przestrzenia Euklidesowa, za§ A jej baza. Pokaz, ze je$li baza B powstaje z

bazy A przez ortonormalizacje Grama-Schmidta, to Mpa i Map sa macierzami gérnotrdjkatnymi oraz
maja dodatnie elementy na przekatne;j.
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Zadanie 7. Pokaz, ze nastepujace przeksztalcenia sg izometriami.
e obrét o kat o na plaszczyznie;
o zamiana jednej ze wspélrzednych (w bazie ortonormalnej) na przeciwna;
e w R? symetria wzgledem prostej;

e w R? symetria wzgledem plaszczyzny.
Zadanie 8. Udowodnij, ze zlozenie izometrii jest izometria.

Zadanie 9. Udowodnij, ze je$li M jest macierza ortogonalna, to det(M) € {—1,1}. Wywnioskuj z tego, ze
jesli F jest izometria, to det F' € {—1,1}.



Zadanie 10. Pokaz, ze macierze ortogonalne sa zamkniete na mnozenie, transpozycje i branie macierzy
odwrotnej. Tj. jesli A, B sa ortogonalne (i tego samego rozmiaru), to réwniez AB, AT, A~1 s3 ortogonalne.

Zadanie 11 (Nieréwno$¢ Hadamarda; * nie liczy sie do podstawy). Niech M = [C)|-- - |C,] bedzie macierza
kwadratowa o kolumnach C1,...,C,. Pokaz, ze

[det(M)] < TTIICE]
1=1

(gdzie || - || to dlugo$¢ w standardowym iloczynie skalarnym) i ze réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

= —

Ch,...,C, sa ukladem ortogonalnym.
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