Algebra 2025/26 — Egzamin poprawkowy czesé¢ 1
Czas: 180 minut.

Zadania D1-D2 nalezy oddaé na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce, podobnie zadania D3-D4 (na jednej, podpi-
sanej nrem indeksu kartce), zadania D5-D6 oraz zadania D7-D8. Punktacja: po 4 punkty za jedno zadanie.

Kazde z zadan T1 — T5 nalezy odda¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce; rozwiazanie powinno zawierac¢
zwiezly opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen. Punktacja: po 10 punktéw.

Zadanie D1. Co to znaczy, ze W jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V? Jakie znasz alternatywne charakteryzacje
podprzestrzeni? Na ktére z wymienionych operacji sa zamkniete podprzestrzenie: N, U, +7 Jak jest zdefiniowane W+W’,
co umiesz powiedzie¢ o wymiarze W + W'?

Zadanie D2. Co to znaczy, ze wektor 1% jest wektorem wlasnym macierzy M dla wartosci wlasnej A? Co umiesz
powiedzieé¢ o zbiorze wektoréw wlasnych dla ustalonej wartosci wlasnej? Jak wyznaczy¢ zbiér wartosci wlasnych M?
Co to jest krotno$¢ algebraiczna i geometryczna wartosci wlasnej? Jaka jest miedzy nimi zalezno$¢?

Zadanie D3. Co to znaczy, ze uklad wektoréw jest ortogonalny, a co, ze ortonormalny? Co to znaczy, ze uktad wektordw
jest baza ortonormalna, czy taka baza zawsze istnieje? Jak jest zdefiniowany rzut prostopadly na podprzestrzen W?
Jesli W ma baze ortonormalna bl, .. bk, to jak wyraza si¢ rzut prostopadly wektora ¢ na podprzestrzen W7 Jak
przeksztalci¢ baze do bazy ortonormalnej?

Zadanie D4. Jak jest zdefiniowany wyznacznik det M? Jakie znasz metody obliczania wyznacznika? Jak przy uzyciu
wyznacznika det M okreslié, czy M jest odwracalna?
Jesli 0 # a = det A,b = det B, to ile wynosza wyznaczniki det(AB),det(A™1), det(—A), det(AT)?

Zadanie D5. Co to znaczy, ze przeksztalcenie L : V — W jest liniowe? Co to jest jadro i obraz przeksztalcenia
liniowego? Co umiesz powiedzie¢ o ich wymiarach? Co to jest rzad przeksztalcenia, co umiesz powiedzie¢ o rzedzie
LolL?
Ktoére z ponizszych przeksztalcen sa liniowe (nie musisz uzasadnia¢ odpowiedzi)? R [X] to przestrzen wielomianéw
o wspélczynnikach z R.
RIX] = R: A(f) = f(1);
:RIX] — R: B(f) = £(0)*
RIX] = R[X]: C(f) = [
RIX] = R[X]: D(f) = f"- "
:R3 = R: E(z,y,2) = 2yz;
:R2 = R3: F(x,y) = (2,1,y);
RS = R: Go,y) =2+ 2y — 2;
‘R = R3: H(z,y,2) = (v,2 +y,x —y);
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Zadanie D6. Dla grupy permutacji S,,, jak jest zdefiniowany cykl? Co to jest rozklad na cykle roztaczne, jakie ma
wlasnosci? Jakie wlasnosci permutacji mozna policzy¢ uzywajac jej rozkladu na cykle roztaczne?

Co to jest transpozycja? Ktére permutacje mozna wyrazi¢ jako zlozenie transpozycji? Co to jest transpozycja
elementéw sgsiednich? Ktére permutacje mozna wyrazi¢ jako zlozenie transpozycji elementéw sgsiednich?

Zadanie D7. Jak jest zdefiniowany najwigkszy wspdlny dzielnik (ged) dwdch liczb naturalnych? Czy zawsze istnieje?
Jak go obliczy¢? Jakie ma inne wtasnosci? Dla a wzglednie pierwszego z n, jak wykorzystac¢ witasnosci ged do obliczenia
elementu a=! w Z,,?

Zadanie D8. Ile elementéw moze mie¢ cialo skoriczone? Jak mozna skonstruowaé ciato skoriczone o zadanej liczbie
element6w? Ile jest (nieizomorficznych) cial o danej (skoriczonej) liczbie elementow?
Co umiesz powiedzieé¢ o zbiorze elementéw odwracalnych F* dla ciala skonczonego F?

Zadanie T1. Dla podanych pomzeJ wektorow Vl, Vg, V3, V, € R3 okresl, czy 1stmeje podprzestrzen W < R? wymiaru
2 oraz wektor S € R3, takie ze Vl,Vg, V3, V4 € S+ W. Jesli tak, to podaj S oraz baze W; jesli nie, to odpowiedz
uzasadnij.

. 1 = 3 = 0 = 2
Vi= 12, Vo= (2|, Va=|5|, Vi=|3
3 6 3 5

Wskazdwka: co umiesz powiedzie¢ o V; — V17
Zadanie T2. Ile rozwigzan ma ponizszy uklad réwnan nad Z,3 w zalezno$ci od wartosci parametru \ € Zq37

z =y +3z = 0
2 4+Ay +2z = A
3r +3y 4+ z = 2



Zadanie T3. Uzasadnij, czy ponizsza macierz liczb rzeczywistych jest dodatnio okreslona.
1 -1 1 0
-1 5 -1 =2
1 -1 2 0
0o -2 0 2

Zadanie T4. Rozwaz grupe permutacji S = (o) generowana przez

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
=\7 1219 4 15 3 16 11 6 14 2 10 5 8 13

Rozwazmy naturalne dzialanie S na zbiorze liczb {1,2,...,16}. Dla elementu 7 znajdz orbite i stabilizator tego
elementu, podaj ich moce. Nie musisz podawaé¢ wprost wszystkich elementéw odpowiedniej grupy, mozesz ja zadaé
poprzez podanie generatoréw.

Zadanie T5. Rozwazmy standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni R3. Pokaz, ze uklad B

T T
3 4 4 3
2z .= nT
<57 570> 7<5’530> ’(0707 )

jest bazg ortonormalna. Oblicz macierze przejécia Mgp i Mg, gdzie E jest baza standardowa.
Rozwaz przeksztalcenie F, takie ze macierz F wyrazona w bazie standardowej E to

L [-1 -4 8
Mpp(F)=g- |4 7 4
-8 4 1

Czy F jest izometria? Podaj macierz (w bazie standardowej F) przeksztalcenia odwrotnego do F.

Podaj jawne wzory (np. uzywajace mnozenia konkretnych macierzy lub konkretnych iloczynéw skalarnych) na
macierze przeksztalcenia F oraz F~! w bazie B, tj. Mpg(F), Mpg(F~!'); nie musisz wykonaé tych obliczeri, by
uzyskaé¢ konkretna macierz.



