Algebra 2025/26 — Egzamin cze$¢ 1
Czas: 180 minut.

Zadania D1-D2 nalezy oddaé na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce, podobnie Zadania D3-D4 (na jednej, pod-
pisanej nrem indeksu kartce) Zadania D5-D6 oraz Zadania D7-D8. Punktacja: po 4 punkty za jedno zadanie.

Kazde Zadanie T1 — T5 nalezy odda¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. Rozwiazanie powinno zawierac
zwiezly opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen. Punktacja: po 10 punktéw.

Osoby zaliczajace réznice programowe: zadania D6-D8 oraz T4-T5. Czas: 80 minut.

Zadanie D1. Co to znaczy, ze uktad wektoréw U C V jest zbiorem niezaleznym, co ze zbiorem generujacym a co, ze
baza? Co to jest wymiar przestrzeni V? Jakie znasz zalezno$ci laczace wymiary réznych podprzestrzeni? Co umiesz
powiedzieé¢ o rozszerzaniu lub ograniczaniu ukladu wektoréw do bazy?

Zadanie D2. Jak jest zdefiniowana macierz odwrotna, co to jest macierz odwracalna? Jakie znasz charakteryzacje
macierzy odwracalnej? Czy znasz wzor lub algorytm na obliczanie macierzy odwrotnej? Czy znasz klasy macierzy,
dla ktorych macierz odwrotna jest szczegélnie prosta? Jakie znasz klasy macierzy zamkniete na operacje odwracania
macierzy?

Zadanie D 3. Dany jest uktad réownan liniowych postaci AX = B. Jakie znasz warunki gwarantujace, ze ma on
rozwiazanie? Jakiej postaci jest zbior rozwiazan? Co wiecej umiesz powiedzieé, jesli A jest kwadratowa i odwracalna?

Zadanie D4. Jak jest zdefiniowany standardowy iloczyn skalarny? Jakie sa jego wlasnosci? Jak przy jego uzyciu
zdefiniowa¢ prostopadlosé i dopelnienie ortogonalne? Czy znasz inng charakteryzacje dopelnienia ortogonalnego? Co
umiesz powiedzie¢ o wymiarze podprzestrzeni W i jej dopelnienia ortogonalnego W-? Co umiesz powiedzieé¢ o (W+)+?

Zadanie D5. Jakie znasz charakteryzacje macierzy dodatnio okreslonych (teoretyczne i algorytmiczne)? Jedli A, B sa
dodatnio okreglone, ktére z ponizszych macierzy réwniez sa dodatnio okreslone: —A, A+ B, A—B,3A, A=1, A2 AB, (A—
Id)?, A2 — 2A + 21d (nie musisz uzasadnia¢ odpowiedzi).

Zadanie D6. Jak jest zdefiniowany rzad elementu w grupie? Co to znaczy, ze grupa jest cykliczna? Co umiesz powie-
dzie¢ o grupach cyklicznych oraz o ich podgrupach? Dla ciata skonczonego F, jakie znasz wtasnosci F*?

Zadanie D7. Jak jest zdefiniowany symbol Eulera ¢(n)? Jakie spelnia wlasnosci, jak go wydajnie policzy¢?

Zadanie D8. Jak jest zdefiniowana podzielno$¢ wielomianéw? Jak jest zdefiniowany najwickszy wspdlny dzielnik (ged)
wielomianéw, czy zawsze istnieje? Jak go obliczy¢? Jakie znasz wlasnosci ged wielomianow?
Zadanie T1. Dla ponizszej macierzy liczb rzeczywistych podaj jej wartosci wlasne, ich krotnoéci algebraiczne i geo-
metryczne. Dla najwigkszej (jako liczby rzeczywistej) wartosci wlasnej podaj wektor wlasny.

-2 -1 -1
2 -2 —4
-1 2 4
Zadanie T2. Podaj bazy jadra i obrazu macierzy liczb rzeczywistych
-4 -2 1 =3
5 -5 1 3
2 -4 1 1

Zadanie T3. Przeprowadz ortogonalizacje Grama-Schmidta na wektorach

(2,1,1,0)7,(3,4,2,1)7,(3,-3,3,-3)"
i uzupetnij je do bazy ortogonalnej. Wyraz w tej bazie wektor (6,12, 18,24)T.
Zadanie T4. Dla permutacji
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7 =(1,4,7,11,12,3,8,10)(6,5,2,9)

oblicz permutacje

p=r84563
Przedstaw p jako zlozenie cykli rozlacznych. Podaj permutacje odwrotng p~!. Podaj rzad p,p~!. Czy p,p~ ! sa per-
mutacjami parzystymi?

Zadanie T5. Gra w Gomoku! jest podobna do gry w kétko i krzyzyk, ale gra sie na planszy 15 x 15 i na kazdym polu
moze by¢ kamien czarny, kamien bialy lub pole moze by¢ puste. Dwie plansze sa nierozréznialne, jesli jedng mozna
przeprowadzi¢ na druga przez obrét lub symetrie, po ktérej dodatkowo mozemy wymienié¢ biale kamienie na czarne i
odwrotnie.

Ile jest rozréznialnych plansz; nie musisz podawaé liczby, wystarczy jawne wyrazenie arytmetyczne.

IDogé popularna w Polsce w latach 80., gra sie do uzyskania sekwencji dtugoéci 5.



