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Twierdzenie 6.8 (Cauchy).
det(A - B) = det(A) - det(B) .
A B - luwadmlom
1y At A=0 Whbodp:=0
At (APS5): O
) Ak Azo Ak B7O
A - odwroadmal v

A el
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6.2. WEASNOSCI I METODY OBLICZANIA WYZNACZNIKA S7

Fakt 6.9. Wyznacznik macierzy oraz macierzy transponowanej jest taki sam, tj.:

det(A) = det(A") .

— " g: TL‘i = ][d

,A\\$ iﬁl‘ ,:ll.»f*i Dy ik D“L
mw{&w

:lﬁ' E “ ol + 34

Fakt 6.10. e Dodanie do wiersza macierzy wielokrotnosci innego wiersza nie zmie-
nia wyznacznika.

AoAL

o Wyznacznik macierzy z zerowym wierszem jest rowny 0.
T
o Wyznacznik jest funkcjg wielolintowq wierszy. /A . E"
4
| = /A JE |
Ec|-1Al= ||

e Zamiana dwoch wierszy miejscami zmienia znak wyznacznika na przeciwny.
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Przyktad 6.11 (Wyznacznik macierzy Vandermonde'a). Niech ¢, o, . .., ¢, beda do-
wolnymi liczbami. Macierz (n x n) Vandermonde’a V,, ma wyrazy réwne v;; = qf !
tj.:

Y

L oq g g e Tas-., 0
1 ¢ q% b qg‘_l .
1 qn qu ol qﬁ_l_

Pokazemy, ze I
det(Vi)= Il (gj—a)  F O ¢ a¢ por
1<i<j<n n’q Mo
W szczegdlnosci implikuje to, jesli ¢; sa niezerowe i parami rézne, to wyznacznik ten
jest niezerowy.

m-1
1 4 7L S Y )
- — ——7— — - ST m-L M-’L
© gy \ Qg =45\ - - L
w‘}/u._g. (7 00‘1 Y

“ho "Wy
1 ©
c (,t-a.%) - - @ "5
O Gvor W 4y O\/L(q’l, q’i) e I N 2 A5 LA
0O -t M-

a2 hi

O  faWA @&) a1 (g 42) -- %»M q,g(a,,, v

1 @ O

O Yvyoy O(L = WLQ/L W?L -%LQ/(;-L
) v ’(q’l L) q,,_ @1"’1/) ‘hwz
B ) 4

Q\/M'WL) Xm
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6.3. WYZNACZNIK A MACIERZ ODWROTNA
6.3 Wyznacznik a macierz odwrotna

Fakt 6.12. Jesli M jest odwracalna, to

A r—1 .
det(M™) = det(M) °
M) = IMlnY
| 7/
ol = 4 1
-1 o T—
| E (M]

Lemat 6.13. Macierz odwrotna do macz’erzyA jest rowna

1

det(A)CT’ gdzie cij = (=1)"| Ay .

_E

29

A 1* & AAAOLUNT A ber l\"/a'&_&(
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60 ROZDZIAL 6. WYZNACZNIK

Przyktad 6.14. Dzieki Lematowi 6.13 mozna np. tatwo policzy¢ macierz odwrotnag do

macierzy 2 X 2:
~1 o,
B 1 d —b —
ad — bc [ ] '

@ b

—2 c d

D
—C a

6.4 Wyznacznik przeksztatcenia

Potrafimy zdefiniowa¢ wyznacznik dla macierzy, ale co z przeksztatceniem liniowym?
Kazde przeksztatcenie zadaje macierz, ale ta macierz zalezy od bazy. Okazuje sig,
ze wartos¢ wyznacznika nie.

Lemat 6.15. Niech F' : V' — V bedzie przeksztatceniem liniowym, zas M, M’ bedqg
macierzami dla tego przeksztalcenia wyraZonymi w roznych bazach. Wtedy

[M| = [M].
(

E B < bty
‘M(’;B(F)‘: N&(F)‘

Mag (F)

‘”ﬁ’%' (7| = [pe Tee

AANAANATTT

=T ‘H ﬁp,(ﬂ‘ Menr Mpg =ld

Definicja 6.16. Dla przeksztatcenia liniowego F' : V — V jego wyznacznik det(F)
to det(M) gdzie M jest macierzg tego przeksztalcenia wyrazong w dowolnej bazie

Me Mgqo (F) |
(e
\AN’DL%DL | M| & ololg+o‘0£ |F| ’mmff 1



Rozdziat 7

Uktady réwnan liniowych i ich rozwigzywanie

T2V \‘ A -~ > 7( mMe
Rozwazmy uktad réwnan postaci =
¢ J .
a1r1 + appre + - 4+ apr, = b ;9 ;’: .
anry + axpry + - 4+ anpr, = b I ¢
: : : : Wt -)‘mww
AmiT1 + AmaXe + -+ + ApupTp, = bm 7 ( = M)
Bedziemy zapisywac¢ réwnania w postaci
AX B : (7.1)
edzie AL AT («ﬂ»p- wldlertam . wb(,%’,. 11:
ai; a2 - Qg T b1
21 Az -+ Q2p - L2 H by
A= . 1 |, X=1.|, B=
| Am1 Am2 - Qmp] | Tn | _bm_

7.1 Bazowy przypadek: n zmiennych, n réwnan, macierz odwra-
calna

Intuicja: w najprostszym przypadku, gdy A jest macierza kwadratowa, mozemy
odwrdéci¢é A i natozy¢ obustronnie na réownanie, uzyskujac

- - A=
/f(L/Q/X T e el o

——7 —q =2 y
A{LBéwg -1)

Mw?) A//H/‘Bv A

I tym samym mamy rozwigzanie. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze jest to jedyne roz-
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62 ROZDZIAL 7. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH I ICH ROZWIAZYWANIE

wigzanie.
Pokazemy teraz, jak wyglada to rozwigzanie.

Twierdzenie 7.1 (Wzory Cramera). Jesli w rownaniu (7.1) macierz A jest kwadra-

det (A‘,.. )

towa i odwracalna, to jedyne rozwigzanie jest postaci v; = — - ~, gdzie macierz Ay,

powstaje poprzez zastgpienie i-tej kolumny A przez B. ~ £
W szczegolnosci, jesli det(A) # 0 to rownanie ma jedno rozwigzanie.

O
— L ”‘A A: Lﬂﬂ_/n ‘——/'4«7
ALPLT{ --Pal AKL.:[ALI___ B—) ]

_J ('+( 4AAA‘C‘Q.M ¢
M(‘&XL): AU(’( A.L)AZ/*--// }4&,——‘ /44»)
(\'4(‘/ tt?
=t (Al AR Ny, A
A.
- Y "¢
XL|A| i X;o(U(' ( Al/AL/‘ / é,‘:/ -l || L )
—ﬁi ] ot (F &.Q
A XI7 = 2 x, AE: = %— X&Ad;
, { = A £
IAKL|‘ X["AIA||
K - /
I
’\N:Z,?) Mar A)
A« L. MMMV



7.2. OGOLNE UKLADY ROWNAN LINIOWYCH 63
7.2 Ogolne uktady réwnan liniowych
Chcemy jednak zajac si¢ tym problemem w wigkszej ogdlnosci:

e co jesli A nie jest odwracalna? Czy wtedy rozwigzan jest wiele, czy moze 07

e co jesli A nie jest kwadratowa (w szczegdlnoéei: nieodwracalna)? Czym roznig,
si¢ przypadki:
— jest wiecej réwnan, niz zmiennych?

— jest wiecej zmiennych, niz réwnan?

7.2.1 Uktady jednorodne

Zajmijmy sie troche mniej ogdlnym problemem: co jesli B = 0?7 Taki uklad nazy-
wamy jednorodnym. Jedno rozwigzanie na pewno jest.

Lemat 7.2 (Uktad jednorodny). Zbior wszystkich rozwigzan réwnania

AX =0
X =0
cp
jest przestrzenig liniowq, jest to ker(A), gdy A traktujemy jako przeksztalcenie li-
niowe z F" w F™. Wymiar tej przestrzeni to n — rk(A).

M= {A.M& M\ -

Lot F TFM, L
X Ly ()= O m= «a(LzM

oum |£M‘é,4)

NP EPT)

{ )?“ Lp((??)y‘)g = o La
I\ ¥
Jhior O [ MYmior  p1 -

No- P - oder /r&ufdﬁ(m:/m_ = TOLUN.
7.2.2 Uktady niejednorodne oo \LMU%“I O O &“‘- o,

Fakt 7.3.

-
LpR\= AX

AX = B ma rozwigzanie <= B € Im(A) .

Jesli rownanie AX = B ma rozwigzanie to zbior wszystkich jego rozwigzan jest
warstwg wzgledem ker A.

Uwaga. Jesli ciato [F jest nieskonczone, to w tym przypadku jest nieskonczenie wiele
rozwigzan. W innym przypadku jest to |F|¥, gdzie k jest wymiarem jadra.
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Fakt 7.4 (Tw. Kronecker-Capelli). Uklad

AX=B  (x)
ma rozwigzanie <= rk(A|B) = rk(A).

Macierz [A|B] nazywana jest czasem rmacicrzg rozszerzong ukladu AX = B.

~(AB) 2 A (A) A= LA/ y /vi]

() wo ows D B e lwm (A) &
B € LIN( Py .., B, & ~(L(Pr|6) i (R)

MM“ W - a2, Lol v A \B

IR

Przyktad 7.5. Ile rozwigzan, w zaleznosci od parametru \, ma podany uktad réwnan?

311 —To +4x3 = 1
Dy —2x9 +62x3 = 14+ A
(6 -+ )\2)331 —3x9 —|—(9 = )\2)333 = 3

Podany uktad rownan zapisany w postaci macierzowej wyglada nastepujaco

3 —1 4 I 1
5 —2 6 x| = |1+ A
3
= A3 (%2—1)
T
14 i Ao UJ .
20
2 -1 4 S 1 4, it

S =1 § «(2-1) > 2 -1
T -3 & e(22) > 2 -42
W ( A= 2L
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7.3. METODA ELIMINACJI GAUSSA 65
7.3 Metoda eliminacji Gaussa

Definicja 7.6 (Ukfady réwnowazne). Ukltady réwnan AX = B oraz A'X — [ sa
rownowazne, jesli majg ten sam zbior rozwigzan. —

Jak to policzy¢ wydajnie?

Lemat 7.7. Rozwazimy uklad rownan AX = B. Uklad uzyskany przez nastepujgce
operacje przeprowadzone na macierzy rozszerzonej uktadu:

e zamiang i-tego oraz j-tego rownania

e dodanie do j-tego réwnania wielokrotnosci i-tego = ' g/q-WF i d
ameo weyyeor e

e przemmnozenie i-tego rownania przez stalg o # 0
dajg uktad rownowainy wejsciowemu.

Prosty dowdd pozostawimy jako ¢wiczenie.

Oznacza to, ze mozemy stosowa¢ metode eliminacji (wierszowej) na réwnaniu.
Na koncu dostajemy macierz w postaci schodkowej (wierszowo).

Wtedy

e Uktad jest sprzeczny:

e Lo Oxyg+ Oxpi--F0-x =3
i le-¢

© O © C ¢ Puol kMﬁwa&,

o o O Op
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e Uklad ma jedno rozwigzanie:
N ,L

—

4..'4/1729\1‘,

T\

(— Mo unz. o duroccalreg

)

sSy v\ NN

AN

o W prze¢iwnym przy%fldku,

i € an
é W(A):mléﬂm
O{AM«(W[M’»’ /V\‘/VV\S‘O
1°)  lr A < o bU'Vrovy.
)(Ro'f lov A

lordrtmg
O Ta 1o @K)(,r .. Pod"*‘ M 'ﬂ(QIL

Przyktad 7.8 (Kontynuacja Przyktadu 7.5). Przypomnijmy, ze chcemy sprawdzi¢, ile
rozwigzan, w zaleznosci od parametru A, ma uktad:

3y — I3 +4z3 = 1
9T —2x9 +6x3 = 14+ A
(6 + )\2)ZL'1 —3$2 +(9 — )\2)$3 = 3

Uzyjemy tym razem eliminacji Gaufla:



Y

&

— =

Y
>

T ™\

-~

~—_

-

+ A1,

|-

75()

)

e

+ %%,

L
~

Y ) &

+ £

W




/ 3 |
A 3 ~
“ O \ q//w/' S °
f f \ \ 1\ Z ) -
M Bl | AL ~ T
LN R xS N
\_/V P dl ~ & —~ -8 o
‘I—.'\ ﬂ \} _ QM u 1 n h ™ —
~ ~ M A N~ | ) O\ \
N / // ﬂ rﬂ N
N AN ¢
\/ ~N
o ¢ A
MY RS N o~
N <)
! N ) ..\/_ .T../.
—_ — L ﬂ/_ \ <,
. ;A OL ./. -
‘ 3 < .
] S N )
, \v Q) /m
N S -
~/ | < —
, ( S ,
| ~ \
\lg Ab. | IQ—I
\ A n/_
[Np) T ¢ ) N P A
/b N 7\ M
S0




(\ ca, .

lada

Lo pan

Ao m /S T
u ) X :
- ™ | D o
+ § TR
< 3 T 1
% SV N Vr/
m 1 4~ -
< m M. i A./_. w. ] \
) 1) , 0Jﬂ, w
J ! = S &
J / A n L \~_/ ¢ Q<
S | : , W )
* W [
M ~
v \M' (c
\ ¥~ | 1)
: (< ¥ . I
< N I X e
% \\.. 2 q —Q _ \A ?
»ﬂ, /// \\ x_/\ 3 S - :‘ : \
S 1 \
// & 3 mﬂ. i L
\ P & R
S T \ ~ R |
e 1

VA&

>

Q m+i




)

tald

N XA~

T2

>

%

)

¢
|

(PXN




Rozdziat 8

Wartosci wtasne
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8.1 Wartos¢ wtasna, wektor wtasny

Definicja 8.1 (Warto$¢ wihasna, wektor wtasny). A jest wartodciq wlasng macierzy M
(dla wektora 1% #0), gdy M V=A\V.V jest wektorem wilasnym tej macierzy.

A jest warto$cig wlasng przeksztatcenia liniowego F, jesli F'(v) = Av dla pewnego
v £ 0. Taki wektor v jest wektorem wilasnym F.

Fakt 8.2. Jesli \ jest wartoscig wiasng przeksztalcenia ' wtedy i tylko wtedy gdy
jest wartoscig wtasng Mpp(F'), dla dowolnej bazy B.

v jest wektorem wlasnym F' dla wartosci wlasnej A wtedy 1 tylko wtedy, gdy [v]p
jest wektorem macierzy Mpp(F) dla wartosci wlasnej .

1) F(v)= N-v
Nisp,(F) K‘V»B = <E’&)B; @\v)gzz\-(v>g

—

2)
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[ £

Przyktad 8.3. Przypomnijmy Przyktad 5.10 i macierz \>\

F/Fﬂ 1

Wiem ("E

7€ Mozna przedst i¢ ja zpostam , F

H@&(P\Evt‘a 4 00 [110/[400[05 05 —05 A
E.=lig |15 1/ =[1 0104005 —05 05
/ék_ll‘r’ 011//006/|-0,5 0,5 0,5
2 Mg Men

Co oznacza, ze odpowiadajace przeksztatcenie liniowe ma w bazie [1, 1, O] [1, 0, 1}T ; [O, 1, 1:

4 00
macierz [0 4 0|. W takim razie ma ona wartos$ci wlasne 4 (dla Wektzrow [1 1 O}
00 6 [
{1, 0, 1}T) oraz 6 (dla wektora [O, 1, 1}T). H[ Ed:) LI
Wartosci wlasne nie zawsze istnieja. é

Przyktad 8.4. Obrét R [2] o kat 90Y (w lewo). Jak wyglada macierz:
0 —1 /’\ﬁ
1 0| | >

Geometrycznie ,wida¢”, ze przeksztalcenie to nie ma wektoréw wtasnych, czyli nie

ma tez ich jego macierz.
Z, drugiej strony, jesli potraktujemy ja jako macierz nad C, to wtedy

B R

Wartosci wtasne zespolone to 7, —i. Odpowiadajace im wektory wtasne to odpowied-
1 1

nio [ ] oraz [ -
—1 !

8.2 Macierze podobne

Przedstawienie macierzy M w postaci A~'NA gdzie A to macierz zmiany bazy ma
dla nas na razie sens tylko w przypadku przeksztatcen liniowych. Ale ta wtasnosé
jest jako$ pomocna rowniez bez rozwazania konkretnych baz i zmian baz.

Definicja 8.5 (Macierze podobne). Macierze kwadratowe A, B sa podobne, jesli ist-
nieje macierz odwracalna C', taka ze

A=C'BC .

Oznaczamy to jako A ~ B.



