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8.2 Macierze podobne A’LM A

—

Przedstawienie macierzy M w postaci A“' N A gdzie A to macierz zmiany bazy ma
dla nas na razie sens tylko w przypadku przeksztalcen liniowych. Ale ta wltasnosé
jest jako$ pomocna réwniez bez rozwazania konkretnych baz i zmian baz.

Definicja 8.5 (Macierze podobne). Macierze kwadratowe A, B sa podobne, jesli ist-
nieje macierz odwracalna C', taka ze

A= Be
| -1
A=C"BC . B= cAhAc ~
Oznaczamy to jako A ~ B.
Lemat 8.6. Rozpatrzmy macierz odwracalng A = [A ! As] - 1A,]. Jest to macierz

zmiany bazy miedzy bazg B = A4, ..., A, oraz bazq standardowg E :

A= Mpp . >C(B‘27£ /(Big// J

H- 2 R
EB
W szczegolnosci, dla macierzy kwadmtowej M oraz jej macierzy podobnej M' =
—1 1 —_
AT MA mamy (q M
e F (V) NV
T M

Oznacza to, ze dla przeksztatcenia liniowego Fyr indukowanego przez M macierz M’
jest macierzq tego przeksztatcenia w bazie B.

0 1ol ) i)

(VAR Sy 19 § T N
prigg MU= AV i

P DAY 2 () wam

Fakt 8.7. Macierze podobne majq te same wartosci wiasne. H M E“:H)

H,

M= M %B(H')
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.—) f—
8.3 Wielomian charakterystyczny MV= v ML

Lemat 8.8. \ jest wartoscig wlasng maciersy M <= det(M ()Id) =0
A-uwad W M & EI FeE MV = AV
(> BTV - N = 0L T2 (M- Alot) V=5
& 3 Pre Ve s (M) ‘
& lar (M=21W) 2 407
S M=X1d e ¢Qa7f o e LoAma
(> dot (M- 2 (d) =0

Definicja 8.9 (Wielomian charakterystyczny). Wielomian charakterystyczny macierzy

kwadratowej to: A Ak (p~x 1 )
N 90/4 = det(A —z1d) .
Wielomian charakterystyczny przeksztatcenia liniowego F' : V. — V to
— or(T) = det() —x1d) |

dla dowolnej bazy B przestrzeni V.

Lemata{‘ilO Wielomian charakterystyczny dla macierzy n X n jest wielomianem
stopnia n.

A jest warto$ciqg wiasng macierzy M wtedy © tylko wtedy gdy jest pierwiastkiem
YM -

v oxm el IS dt ( A-Nld)= O Py (A FO
p (XF At (A= x(2)
Pa (XN At 4-Nid)

kPA (X\' ME/LO./\MAOUVL Y oV VI
dot (- x ld]
TN Ge LQ,‘)'L&QO,
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Lemat 8.11. Wielomian charakterystyczny przeksztatcenia liniowego jest dobrze zde-
fintowany.

p (¥)= act (M %(P)'xza)

| Mo (F)-xld (P),xldl
,H BB(F)
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Przyktad 8.12 (Kontunuacja Przyktadu 8.4). Przypomnijmy, ze obrét R [2] o kat 90°
(w lewo). Jak wyglada macierz:

0 —1

i o)

O’X "1—- l
= KN x4 S ke Ao WW(/L,P

1. 0O-x

L]

AR v

Przyktad 8.13 (Kontynuacje Przyktadu 8.3). Obliczmy warto$ci wlasne macierzy

4 00 4, 46
—1 51 1 o
{1 15 "z
43x0 10 =
1 - = (s Z=x 1
~11: Gix Zi‘_-x r @ g 1'/7;;")
= (06~
- ?&ﬂ(\ (Z«{*X\(g”)() 5
4 o0 o ||* o
-4 L Mg |= G-l 4
-1 195 1\ |t
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8.4 Krotnosci: algebraiczna i geometryczna.

Lemat 8.14. Jesli )\ jest wartoscig wtasng dla M, to zbior wektorow wiasnych dla
M to ker(M — X1d). W szczegdlnosci jest to przestrzen liniowa.

Uwaga. Formalnie wektor 0 nie jest wektorem wlasnym, ale wygodniej jest go zaliczy¢
tu do wektoréw wtasnych, zeby wyszta podprzestrzen.

{V: MT=2aT | « el Laou

/r\> ((7:04-%(&)\7‘57%: ‘W(N‘W)
v,

R VAL (1:4->\(d)

Oznaczenie: dla ustalonej macierzy M oznaczamy
Vy={V : MV =V} .

Analogicznie dla przeksztatcen liniowych.

Tym samym, aby obliczy¢ wektory wtasne nalezy najpierw policzy¢ wielomian
charakterystyczny, jego pierwiastki i dla ustalonego pierwiastka A policzy¢ ker(M —
A1d). Mozna tez oczywiscie bezposrednio probowaé rozwiazaé¢ réwnanie

/ MX =)X
w zmiennych % rr, . ..,y ,,um(lw(n- A ld))

Definicja 8.15 (Krotnoé¢ algebraiczna, krotno$¢ geometryczna)([Dla wartosci wta-
snej A kroinos$cé geometryczna to wymiar przestrzeni wektorow wlasnych dla A, za$
krotnosc algebraiczna to krotnosé pierwiastka A w wielomianie charakterystycznym.

Fakt 8.16. Krotnosé geometryczna A dla M to wymiar ker(M — \1d).

Lemat 8.17. Krotnosc algebraiczna jest wieksza réwna krotnosci geometrycznej.
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Uwaga. Jesli krotnos¢ algebraiczna wynosi 1, to geometryczna tez: nie moze wyno-
si¢ wiecej, jednoczesnie jesli krotnosé algebraiczna A wynosi 1 to det(M — A1d) = 0,
czyli A\ jet wartosciag wtasna, czyli ma krotnos¢ geometryczng przynajmniej 1.

1 00
Przyktad 8.18. M = |0 2 1| ma dwie wartosci wlasne: 1 oraz 2. Krotnos¢ algebra-

—‘g O’l L 6P 02 Ax (A,x) ,K)L 1 @
O 4
° 0 2 %1 0 @ 2

iczna 2 to 2, ale geometryczna to 1: macierz M 21d = O O 1| ma rzad 2, wiec
0 00

wymiar jej jadra = wymiar przestrzeni wektoréw wtasnych dla 2 to 1.

Przyktad 8.19. Przypomnijmy Przyktad 5.10 i macierz ~-L O o

o o 1 ﬂ“{tZ

4

Ta macierz ma dwie wartoéci wtasne: 6, wymiar przestrzeni Vg to 1 (rozpieta przez

4 -l
A

0 1
wektop |1])) oraz 4, wymiar przestrzeni V, to 2 (niezalezne wektory wtasne to np. |1
1 0
1 NG
i lo]).
1

W dalszej czesci bedziemy pytac o to, ile wektorow wtasnych istnieje i czy moze
mozna z nich utworzy¢ baze.

8.5 Przestrzenie niezmiennicze V€ Va Mv=Xh-v €N,

Definicja 8.20 (Przestrzen niezmiennicza). Podprzestrzen V! < V przestrzeni liniowej
V jest przestrzemiq niezmienniczq d1a£ V=V, jesli F(V') CV.

Lemat 8.21. Niech \i,..., N\, bedqg roinymi wartosciami wltasnymi macierzy M.

Wtedy suma (mnogosciowa) bez przestrzeni Vy,, ..., Vy, jest zbiorem liniowo nieza-

leznym. ?’ =

v?‘L VAl --- M}\ w

B Aa B)\ (= B * U B) (‘

8.6 Macierze diagonalizowalne, przeksztatcenia diagonalne 7
P

Ly

Dowdéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Definicja 8.22 (Macierz diagonalizowalna, przeksztatcenie diagonalne). Macierz M jest
diagonalizowalna <= jest podobna do macierz przekatniowe;.

Przeksztalcenie liniowe jest diagonalne, jesli jego macierz (w jakiej$ bazie) jest
diagonalizowalna. Ry, & wud,

M= A DA M a7 tpta

~



76 ROZDZIAE 8. WARTOSCI WEASNE

Lemat 8.23. Nastepujgce warunki sq rownowazne dla przeksztatcenia liniowego I :
V=V T

Vo VL
1. Mpp(F) jest diagonalizowalna w pewnej bazie B; H B B{p)’\’ D
2. Mpp(F) jest diagonalizowalna w kazdej bazie B;

3. Mpp(F) jest diagonalna w pewnej bazie B. Mg ( F)=ty < P veel.

>L Mgg (F)= D
Mgs (F)
MBu,?; (F)= Myy D Myg
@?Mzom
2=1
o ]
159 Mga ( F) = ﬁ\/D\,A\

M B' HB‘B' (F):'
P= A ™Mgg(F)at
N/ ' &\
BB }"18/
A= HVD' i

D; NF)P;’ NBG(F) HB'B

T NB’B’(F)
7
AT M B‘[@ ()/j
B= 66,
(e(’)%% (e kot A‘i
Meiao At
\(/



8.6. MACIERZE DIAGONALIZOWALNE, PRZEKSZTALCENIA DIAGONALNE

7

Twierdzenie 8.24. Nastepujoce warunki sq rownowazne dla macierzy kwadratowej

M rozmiaru n X n:

1. M jest diagonalizowalna
— ‘/
2. M ma n niezaleznych wektorow wtasnych

3. Suma wymiarow przestrzeni wartoscit wtasnych V) macierzy M wynosi n.
Analogiczne twierdzenie zachodzi tez dla przeksztatcen lintowych.

Dowdéd nieobowigzkowy, dla zainteresowanych.
-4

~4
1A
[

1

AA = ld

AL p T 12
AR = E:

- - -1 -1
Mo = A0 p Pt A Ay
CaerT

3

oy Ay
\_
Z-”ﬁg VL V2 -- - \/M
\/i "\/‘L V"'L""” v -- - L :
\/ ?\LIAL 2\2., dl, ?‘LL D(u
Ny
isz; A
hinm (\/A) > d;
m 7L o (V)2 m
Elats 2 ;= Ao
B;'VL"' vm <& AM{/"U’JM MO% l,\r(\/p
rH W'(.)un,fe, Vg Van lj PM.
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8.7 Macierz Jordana C (2 /f\>)

Zajmiemy sie obecnie problemem, jak bardzo macierz moze nie by¢ diagonalizowalna.
Zauwazmy, ze w przypadku liczb zespolonych kazdy wielomian ma pierwiastek, w
szczegolnosci wielomian charakterystyczny kazdej macierzy ma pierwiastek, czyli
kazda macierz zespolona ma wektor wtasny.

Definicja 8.25 (Klatka Jordana, macierz Jordana). Klatkq Jordana nazywamy macierz

postaci
A1 0 --- 0]
AL
o x 1 --- 0 X
tpel ey el L <
0o 0 --- X 1 A
0o 0 --- 0 A

Macierza Jordana nazywamy macierz postaci

i i

Ji,

',

gdzie Jy, Jo, ..., Ji sa klatkami Jordana.
Wazne A € C, tj. moze by¢ liczba zespolona.

Fakt 8.26. Klatka Jordana J rozmiaru kX k ma jedng wartosé wilasng: X, o krotnosci
algebraicznej k oraz geometrycznej 1. Rl

Dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie. Jest to w pewnym sensie najgorszy przy-
padek, jesli chodzi o wartosci wtasne.

Twierdzenie 8.27. Kazdqg macierz M o wartosciach w C mozna przedstawic w po-
staci

M=A"JA
~————
gdzie J jest macierzg Jordana a A jest macierzq odwracalng (o wartosciach w C),

Uwaga: rézne klatki moga by¢ dla tej samej wartosci .

Przyktad/Zastosowanie 8.28. Przypomnijmy sobie macierz odpowiadajaca rekurencji
na liczny Fibonacciego.

U o 1§ O A

loy"L ™ Qaat N
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Zauwazmy tez, ze A oraz A~! mozna latwo policzyé: kolumny A~! to wektory
wlasne: niech ' to wektor wlasny dla @ zas (s dla # Zdefiniujmy A~! :=

[C1]C5). Aby pokazaé, ze jest to dobrze dobrane A i A™!, wystarczy pokazaé, ze
Vh+1

-1 2 7
A /B4l A oraz M sg réwne,
2

Uzywajac macierzy Jordana mozemy podac¢ rozwigzanie ogolne dla kazdej zalez-
nosci tej postaci (tzn. rekurencji liniowej).

8.8 Macierze symetryczne

Twierdzenie 8.29. Macierz symetryczna z M,x,(R) ma n niezaleznych wektoréw
——————————— ~—
wtasnych (nad R).

pc:oa,ow./{LYOmmM_
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Na podstawie pracy Kurt Bryan i Tanya Leise ,, The $25,000,000,000 eigenvector.
The linear algebra behind Google.” SIAM Review, 48:3 (2006) 569-581.

9.1 Macierze sasiedztwa, ranking

Modelujemy internet jako graf: zbiér wierzchotkéw to strony, (skierowane) krawedzie
to linki miedzy nimi (krawedz z i do j oznacza, ze jest link ze strony 7 do 7). Naszym
celem jest skonstruowanie rankingu, tj. przypisanie kazdej stronie jej “waznosci” w
sieci. Chcemy to robi¢ na podstawie linkéw, kazdemu przypisujemy sume gtoséow 1.
Zaktadamy, ze graf nie ma ,,petli”, tzn. krawedzi z ¢ do 1.

Definicja 9.1 (Znormalizowana macierz sasiedztwa). Dla grafu G o wierzchotkach

1,2,...,n niech d; ; oznacza liczbe krawedzi z j do ¢ (moze to by¢ 0), za$ m; liczbe

krawedzi wychodzacych z j (= ¥id,; ;). T
Znormalizowana macierz sqsiedztwa M(G) to macierz (m; ;)i j=1,...n, gdzie

d: :

my; :jz’j .

Zauwazmy, ze liczby w kolumnie sg nieujemne i jesli istnieje cho¢ jedna krawedz,

to sumujg sie do 1. W dalszej czesci bedziemy sie zajmowaé grafami, ktore nie
majg takich wierzchotkow. Taka macierz nazywamy macierzq stochastyczng.

Definicja 9.2 (Macierz stochastyczna, wektor stochastyczny). Wektor jest stocha-
styczny, jesli jego wspotrzedne sg nieujemne i sumujg sie do 1.

Macierz kwadratowa M jest (kolumnowo) stochastyczna, jesli kazda jej kolumna
jest wektorem stochastycznym. .

Fakt 9.3. lloczyn dwoch macierzy stochastycznych jest macierzq stochastyczng.
Jesli My, ..., My sq macierzamsi stochastycznymsi oraz aq, . .., qx Sq liczbami nie-
ujemnymi, spetniajgcymi >; o = 1, to

@

tez jest macierzq stochastyczng.
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Prosty dowdd pozostawiamy na ¢wiczenia.
Potegi znormalizowanej macierzy sasiedztwa majg naturalng interpretacje: wyraz
i, 7 macierzy M¥ jest niezerowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje sciezka dtugosci k

w grafie sgsiedztwa z j do 7. To stwierdzenie ma dokladnlejszq, ilosciows wersje:
MAC, AAAOT MW’U‘Q 60'1 ‘—f

Lemat 9.4. Niech M bedzie znormalizowang macierzq sqgsiedztwa za$ V wektorem RS
stochastycznym. Wtedy M*V to rozktad prawdopodobierstwa procesu losoweqgo:
g e
krok 0 W kroku 0 losujemy wierzchotek poczgtkowy wg. rozktadu wyznaczonego przez
V', tj. wierzcholek i jest wylosowany z prawdopodobienstwem v;.
krok £ W kazdym kolejnym kroku, jesli jestesmy w wierzchotku v, wybieramy z
takim samym prawdopodobienstwem jedng z krawedzi wychodzgcych z v.
k= O ,
= v
- ao il provsd b Lrotiors
<+ L M 672 Y > f il
S ——
M*O( ‘I*O‘LAA.
d
2 @i tW
kﬂ W) LU
e [
mm‘. *lc 'ic vl n
— ?fow;-d-\ud,o, P éw" e Wu
e \edo, ¢ wr L @wdmw ofo ¢
ht L
. °
0 a
e | .
® / - ® l!/ 1\401400(4/
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Definicja 9.5. Ranking dla macierzy stochastycznej M to wektor R, taki, ze M R =

Rankingiem,wierzc&oika grafu jest odpowiadajaca wspotrzedna tego wektora.
. .
Innymi stowy, jest to wektor wlasny dla wartosci 1. Jest to tez ,stabilny” rozktad

prawdopodobienstwa, w tym sensie, ze odpowiada prawdopodobienstwu znalezienia
sie w danym wierzchotku po duzej liczbie krokéw (ta intuicja niestety jest zawodna
z paru powodow).

Zauwazmy, ze zamiast >; r; = 1 moglibySmy wzia¢ dowolng inng liczbe niz 1, ale
dla 1 to daje tadng interpretacje probabilistyczna.

Chcielibysmy, zeby ranking istniat, byt jedyny oraz byt nieujemny.

Lemat 9.6. Macierz stochastyczna ma wartosé wtasng 1.
\
H M ‘ & He 2OUNAAL M C«{\o

)

M — Aol Wl afout.. Md oot o T 1

~

—

Ml M«oMVT. 1 __//>

7 1 T
HT 1 - 4z 2 2 7 1 2 el Y,
— = — gL .t e
1 / 5 AN
L = oy ef . 2 l',“lfa:

hot . M= 4

Fakt 9.7. Jesli w grafie, ktory nie ma wierzchotkow bez wychodzgcych krawedzi,
1stniejq dwa rozne podzbiory wierzchotkow, z ktorych nie ma krawedzi wychodzgcych,
to ranking nie jest jedyny.

Uwaga. W praktyce, graf internetu nie byt spéjny (teraz byé¢ moze juz jest).
Poza tym wiszace wierzchotki sa problemem.

Sihame - Qf;é/\/m Teoloure
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9.2 Macierze dodatnie, PageRank

Aby zapewni¢ te warunki, zajmiemy sie inng macierza: dla znormalizowanej macierzy
sasiedztwa M rozmiaru n X n oraz liczby 0 < m < 1 definiujemy

11 IRV
mn n n
Q v 11 -
n n n

——

f/>tt M/Z(l—%Mml-

11 1 (
aln 1] & ¢
0,27.. ‘ =

Dla odpowiedniej wartosci m ranking tej macierzy to PageRank.
Fakt 9.8. Macierz M’ jest macierzq stochastyczng.

Macierz ta ma naturalng interpretacje jako proces losowy: w kazdym kroku z
prawdopodobienstwem 1 — m losujemy krawedz wychodzaca, zas z prawdopodo-
bienstwem m losujemy jednorodnie jeden ze wszystkich wierzchotkow.

Uwaga. Ponizsze definicje oraz dowody dla macierzy dodatnich sg prostszym warian-
tem ogdlniejszego twierdzenia Frobeniusa-Perrona i jego dowodu.

Definicja 9.9. Méwimy, ze macierz A jest dodatnia, co zapisujemy A > 0, jesli
wszystkie jej elementy sg dodatnie.

—

Lemat 9.10. Jesli A > 0 i jest kolumnowo stochastyczna oraz AV =V toV >0
lub V < 0.

Lemat 9.11. Dla dwdch niezaleinych wektoréw g,f € R" istnieje ich kombinacja
lintowa, ktora ma pozycje roznych znakow.



