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9.2 Macierze dodatnie, PageRank

Aby zapewni¢ te warunki, zajmiemy sie inng macierza: dla znormalizowanej macierzy
sasiedztwa M rozmiaru n X n oraz liczby 0 < m < 1 definiujemy
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Dla odpowiedniej wartosci m ranking tej macierzy to PageRank.
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Fakt 9.8. Macierz M’ jest macierzq stochastyczng. Kj

Uwaga. Macierz ta ma naturalng interpretacje jako proces losowy: w kazdym kroku
z prawdopodobienstwem 1 — m losujemy krawedz wychodzaca, zas z prawdopodo-
bienstwem m losujemy jednorodnie jeden ze wszystkich wierzchotkéow.

Uwaga. Ponizsze definicje oraz dowody dla macierzy dodatnich sa prostszym warian-

tem ogdlniejszego twierdzenia Frobeniusa-Perrona i jego dowodu.

Definicja 9.9. Méwimy, ze macierz A jest dodatnia, co zapisujemy A > 0, jesli
wszystkie jej elementy sa dodatnie. \—7 >0

Lemat 9.10. Jesli A > 0 i jest kolumnowo stochastyczna oraz AV =V to V >0

lub V < 0. W,
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Lemat 9.11. Dla dwoch niezaleznych wektorow g,f € R" istnieje ich kombinacja
lintowa, ktora ma pozycje roznych znakow.
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Twierdzenie 9.12. Dla stochastycznej macierzy dodatniej A mamy dimV; = 1.
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9.3 Grafy silnie spéjne

Jedli dany na wejsciu graf jest silnie spéjny (czyli z kazdego wierzchotka da sie dojsé do
kazdego innego), to mozna pokazaé, ze dim V; = 1 nawet dla znormalizowanej ma-
cierzy sasiedztwa.

Definicja 9.13. Méwimy, ze graf jest silnie spojny, jesli dla kazdej pary wierzchotkow
i,j istnieje $ciezka z i do j (oraz z j do ).

i’
‘Muo%o«.' porels M ma o wiruodlew, to ta il
wm ML < w1, o wi. g
P P ° 1 © © ] o

Cho¢ wyglada niewinnie, w praktyce jest to bardzo silne zatozenie.

Lemat 9.14. Dia znormalizowanej macierzy sqsiedztwa M grafu silnie spojnego o n

wierzchotkach macierz L "= M jest dodatnig macierzq stochastyczng.
n ~1=0 J
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Lemat 9.15. Jesli V jest wektorem wtasnym znormalizowanej macierzy sqsiedztwa
dla wartosci 1, to jest nim tez dla macierzy %Z?:_()l M.

M 74— weldoy . Ma
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Twierdzenie 9.16. Jesli graf jest spdjny, to jego znormalizowana macierz sgsiedztwa
ma dimV; = 1.

Ten wynik mozna wzmocnic¢, ale wymaga to gtownie rozwazan teorio-grafowych.
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9.4 Obliczanie rankingu

Pozostaje powiedzie¢, jak mozna policzyé¢ ranking dla macierzy stochastycznej do-
datniej.
Niech A bedzie dodatnig macierza kolumnowo stochastyczng.

0.4.1 Uktad rownan

Najprostsza obserwacja, to ze skoro wymiar dimV; =1, A >0

47(0—./1,\

Fakt 9.17. Uktad rowncm(.)g = A x= X
—I)X =0 TS D
{Lz\m’ _ 1 @-ld) X=0

—

ma doktadnie jedno rozwigzanie.

. ra (%) 64-14);?-,57
v,

— "
?\Z V 0[ C Y anp
el

Ten uktad mozna wiec rozwiazac¢ problematyczny jednak jest jego rozmiar.

9.4.2 Metoda iteracyjna. (H V A~~~ RD

Alternatywnie, chcemy pokazaé, ze mozna to policzy¢ jako granice (M’ )’“‘7 (dla
sensownie wybranego V).
Wezmy dowolny wektor V' > 0 o sumie wspotrzednych 1, nieclf R bedzie rankin-

iem. Policzmy:
° V= Ii e (V- )

@ M%R+Mk(v B V) P >j;_1
s PN
‘M’kv ), w""’mo

Chcemy wiec sprawdzi¢, jak sie zachowuje M k‘(V R) W ogolnosm (:1sz0 co$ po-
wiedzie¢, ale zauwazmy, ze skoro suma wspotrzednych V R to 1, to V — R ma

sume wspotrzednych réwng 0; analogicznie, rowniez suma wspotrzednych M MV oraz
MY*R = R jest réwna 1, czyli M*(V — R) ma sume wspéhrzednych réwna 0.

M MANANOL W - =)
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Zdefiniujmy V_: przestrzen liniowa wektorow, ktérych wspétrzedne sumuja sie

do 0:
V:O:{[Ula--w@n]T 3 Z%‘ZO} :

Fakt 9.18. M*(V — R) € V_.
Chcemy co$ powiedzie¢ o ,, granicy”f M V| dla W e V_y. Skoro jest granica, to

jest potrzebna jakas odlegtosc.

Definicja 9.19. Norma ¢, | - ||, wektora V = [vy, ..., 0v,]7 to

R n
VI, =2 il -
i=1
—

-2
V= V

Lemat 9.20. Niech A bedzie dodatnia macierzq stochastyczng. Niech l/
— —

A T . T .
4 7a= ér};%xn(l -2  min i) ',
— == \/ /
Niech 0 4V € V_y. Wtedy 5 *?
' AVl < al[V; - ;
Uwaga. Niejawnie zaktadamy, zen > 1, zeby a g}‘flo dodatnie. ~ - -
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Niestety, warto$¢ a moze (w ogdlnosci) by¢ wielomianowo mata w stosunku do
grafu (zwlaszcza przy wielokrotnych krawedziach). Sprawia to, ze w ogblnosci trzeba
policzy¢ wielomianowo wiele iteracji, by zmniejszy¢ dwukrotnie odlegtos¢ od rozwia-
zania. W praktyce jednak nie jest to potrzebne. W PageRanku jest jednak stata,
wystarczy wiec policzy¢ logarytmicznie wiele iteracji.
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Zauwazmy tez, ze obliczanie M’ v jest prostsze ze wzgledu na strukture M': nasza
dodatnia macierz stochachastyczna jest w istocie macierza
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(1—m)M+m|" " .
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Wtedy:
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Zauwazmy, ze ten iloczyn liczy sie duzo prosciej: macierz M jest dosé¢ rzadka. Co
wiecej, liczenie mozna zréwnolegli¢ (kazdy element MV moze by¢ liczony osobno).



Rozdziat 10

lloczyn skalarny

Chcemy uogolni¢ pojecia odlegtosci, prostopadtosci, kata na dowolng przestrzen.
W tym celu zajmiemy sie iloczynem skalarnym.

10.1 Standardowy iloczyn skalarny

Przyktad 10.1 (Standardowy iloczyn skalarny). Dla przestrzeni R" oraz wielu F” (ale

nie C") definiujemy iloczyn skalarny jako: L

i > 5

((vl,...,Un),(ul,...,un»ZZUiui \/ * l/(/
i=1

N1 =1~ 1= O
Dla C" definiujemy zas: <

(01, va), (s - i) = gluu

Dla R" czy C" mozemy go uzy¢ do zdefiniowania (standardowej) dtugosci, odlegtosci
oraz prostopadtosci, kata:

dtugosé Dtugoéé¢ (norma) wektora v to — 2
Lu,v? S v,
[o]l = (v, v)
odlegtosé Odlegtosé miedzy wektorami u, v to /’»‘ _
e L

kat Kat miedzy wektorami u,v to o € [0, 7] spelniajace warunek

<U7 u> <=

cosa =
[o]] - [full

prostopadtosé Dwa wektory u, v sg prostopadte, jesli
(v,u) =0

Ta definicja prostopadtosci okaze sie przydatna nawet wtedy, kiedy kat czy
dtugos¢ nie maja wiele sensu.
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92 ROZDZIAE 10. ILOCZYN SKALARNY
10.2 Ogolny iloczyn skalarny

Chcemy uogdlni¢ to na ogdlne przestrzenie. W zasadzie to rozwazamy przestrzenie
nad R, informacyjnie nad C.

Popatrzymy od innej strony: co musi spetniaé¢ funkcja dwoch zmiennych, by by¢
iloczynem skalarnym.

Definicja 10.2 (lloczyn skalarny). Iloczyn skalarny to funkcja (-,-) : V2 — F (gdzie
V jest przestrzenia liniowa nad ) spelniajaca warunki:

&, > Alv, u D
<vivie> = Ly d>1 vy
(SK2) symetryczna, tj. (u,v) = (v, u); (np. dla F = R) lub antysymetryczny (u, v) =

<1>(np dla F = C). <viud= L, v)
(SK3),{v.v) > 0 dia v # 0 Lvu>zZuvd &

(SK1) liniowa po pierwszej wspotrzedne;j

Przestrzen hmowag, ktora ma tak okreslony iloczyn skalarny, nazywamy przestrzeniq
Fuklidesowq (jesli F = R) lub unitarng (jesli F = C). < v, v v
To pozwala na zdefiniowanie prostopadtosci oraz dtugosci.

efinicja 10.3 (Wektory prostopadte). Dwa wektory u, v sa prostopadte, gdy (u,v) =
0. Zapisujemy to tez jako ulwv.

Ostatni warunek ma sens dla C, bo wartos¢ jest samosprzezona. Dla innych ciat
ostatni warunek moze nie mie¢ sensu.

Definicja 10.4 (Dtugos¢ i odlegtos¢). W przestrzenie Euklidesowej (unitarnej):
Norma (diugo$é) wektora u to ||ul| = /(u, ).
Odlegtos¢é miedzy u a v to norma z (u — v).

Przyktad 10.5. e Tradycyjny iloczyn skalarny w R", C" spetnia te warunki.

e W przestrzeni wielomianéw (nad R) jako iloczyn skalarny mozna wziaé catke
(po odpowiednim zakresie):

(;
(u,v) —/u(x)v(x){lf/: i Tu,u>E j u?(x)og(

L& Ak,

Iloczyn skalarny ma wiele dobrych wtasnosci:
Lemat 10.6. Jesli V jest przestrzenia Euklidesowq (unitarng), to:
L |[to]] = [¢] - [Jo]

2. | {u,v) | < ||ul| - ||v|| (Nieréwnosé Cauchy-Schwartz); réunosé¢ <= sq liniowo
zalezne

3. u+ w| < ||lu|| + ||v|| (Nieréwnosé Minkowsky)

4 ol = flwl < flo — wl]
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Z nier6éwnosci Schwarza (dla liczb rzeczywistych) mamy Ku V>] ”u“ v}

< wu) oy
— |- [oll T
I tym samym mozemy zdefiniowa¢ kgt miedzy wektorami
Definicja 10.7. W przestrzeni Euklidesowej (unitarnej) dla wektoréw u, v kat mie-
dzy nimi to jedyne takie « € [0, 7], ze
/ (@)
(u, v)

cosc = ——————7.
el - Il

10.3 Baza ortonormalna, dopetnienie ortogonalne

Definicja 10.8 (Dopetnienie ortogonalne). Niech U C V bedzie podzbiorem prze-
strzeni Euklidesowej (lub unitarnej). Wtedy dopelnienie ortogonalne U to:

\5: {iJJEV : Vwev vLlw} ‘/(
—_ =

Fakt 10.9. Jesli Bjest bazg W tov € W wtedy i tylko wtedy, gdy v jest prostopadty

do kazdego wektora z B.
s

A
WEW =) oo oncr. odo wid. 2 B.
-

.—5
/2 Y/ lu, L Dco
c€%
— = =2
v w € \/\/ w = Z oé . [9 ) (@]
~ L P e
< w, V’> < w, /6)-’20/ u, 6:>=2.2-0=0
u eW

Lemat 10.10. Niech U C 'V, gdzie V jest przestrzeniq Fuklidesowq (lub unitarng).
Wtedy

o Ut <V jest przestrzeniq liniowq.
e UN(UH) C {6}

- (UJ_)J_ 2 U
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Definicja 10.11 (Uktad (baza) ortogonalny, uktad (baza) ortonormalny). Uktad wek-
toréw 1, ..., 0, jest ukladem ortogonalnym, jesli dla ¢ # j mamy (v;, v;) = 0. Jest
uktadem ortonormalnym, jesli dodatkowo (v;, v;) = 1. €

Analogicznie definiujemy baze ortogonalng i ortonormalng.

To jest w pewnym sensie odpowiednik bazy standardowej w R".

Twierdzenie 10.12. Niech 'V bedzie skoniczenie wymiarowq przestrzeniq Euklidesowq
(unitarng). Wtedy V ma baze ortonormalng.

Dowdéd wynika z bardziej technicznego lematu:

Lemat 10.13. Niech W < V bedzie podprzestrzeniq skornczenie wymiarowej prze-
strzeni Fuklidesowej (unitarnej) V oraz niech B bedzie bazq ortogonalng W. Wtedy
istnieje baza ortogonalna \B/ U B’ przestrzeni V.

W< V '4) W 1-‘-\/ Olc.

1) WdeFV

\/\/J- < O(»PM O&OW 'V§/
' (mdepuite .. ) (\A/
bew?t R e,
-7, > -4,
W w b 2V
ILRY Lb' B & A:;{WM

%u(b'g < bwuw &ﬁgw pre-
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Lemat 10.14. Jesli by, ..., D, jest bazg ortonogonalng przestrzeni Euklidesowej lub
unitarnej V, to

LIN(by, ..., by)" = LIN(ka,...,bn) :
L’\r——
W szczegolnosci, jesli W <V to ~ =l

/ Y e
v
dim(W dx mV — dim W

LN (é&ui"* ’obm) g L//l/((oi-- Q)) =

(= o
<(o b - \-' 2 4.0 =0
L-{“L dau
(VRN L/ﬂ/( bdry, -, )
G‘) Li [k <-z0

///// Hk:

< w, b > zx Q» ->=o<--<éc~.é,->¢o
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Lemat 10.15. Niech V bedzie skoniczenie-wymiarowq przestrzenia Euklidesowq (lub
unitarng) oraz niech W < V. Wtedy

° (V\V'L)L = W.

e

o W+ W-t=V

o dla kazdego wektora v € V reprezentacja v = w + w™, gdziew € W i wt € Wt
jest jedyna.

M-l o
0
\Y e\/ W'V/L \V4 w b\)LL
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Lemat 10.16. Niech V bedzie przestrzeniq Euklidesowq (unitarng), {vi, ..., v,} bazg
ortonormalng a v wektorem wyrazanym w tej bazie jako

n
v =Y ;. il
i=1 Vi —_]

{7 o

Wiedy V2 o
a; = (v, v;) Ve Vl: ’ — V.

v § L o

W
<V1VL.> T It K&;Q-) ‘/[>: 5154:::—]\:‘.\) ;’([.

Lemat 10.17. Niech V bedzie przestrzeniq Euklidesowq (unitarng). Niech F : V —
V bedzie przeksztatceniem linowym, zas B = vq,...,v, bazg ortonormalng. Wtedy

Mpp(F) = ((F(v;),vi) )ij=1,..n-

Fe V = V4
F(v;)
,3 i
Meg ( Fl= (L Fvi v, >>‘3dii~~"~
[ T'(vn%l HV’)P,]-"‘ Hunlg )
I H

v <FVUVL> <FVM'VL7
§531'|V03 ( ﬁv} 'Vt? ‘{
4% V“u N1~7 | < - VNV#?

10.4 Rzuty i rzuty prostopadte. —

P :V — V takie 7q O rzucie P mowimy, ze jest rzutem na podprzestrzen

Rzut jest rzutem prostopadtym jesli dla kazdego v mamy P(v)L(v — P(v)).
N— ~_

Definicja 10.18 (Rzut‘ i i rostopadty). Rzutem nazywamy przeksztalcenie liniowe
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Lemat 10.19. Niech V bedzie przestrzeniq Euklidesowq (unitarng) i W < V. Rzut

prostopadty na W jest zdefiniowany jednoznacznie.
Niech /M bgdzze rzutem prostopadiym na W Jesli bl, ..., b jest bazq
ortogonalng W zas by, . .. b@ przestrzeni V, to K

V Wy AU Ew
P(fad)-xaii! . V)€ wt
, (?—vL‘ ¢

Uwaga. Zauwazmy, ze skoro l;l, - bn jest baza, to to definiuje P na calej przestrzeni

V.

Whiosek 10.20. Dla wektora v oraz P — rzutu prostopadtego na W — para P(v),
v — P(v) jest rozkladem v na elementy z W, W+,

Rt &;}L Wy &uiwmuubét

P(b;)= b; ¢ W
\ma P= W
Tw

-
’P(u\/ﬂ‘/(%‘ (<l
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