WY RNk A

L



168 ROZDZIAEL 20. CIALA SKONCZONE

20.1 Konstrukcja ciat (skonczonych)

Naszym celem obecnie jest konstrukcja ciata skonczonego. Takie cialo uzyskamy
przez wydzielenie pierécienia F[z] przez odpowiednia kongruencje. Jest to analo-
giczna konstrukcja do konstrukeji Z,, jako wydzielenia Z przez kongruencj¢ podziel-
nosci przez liczbe pierwsza. Naszym ciatem zwykle jest ciato skoniczone (np. Z,), ale
wszystko dziata tez dla cial o charakterystyce +oc.

Definicja 20.5 (Kongruencja w pierscieniu). Relacja =C R? jest kongruencjg w pier-
Scieniu R, jesli

 jest relacja réwnowaznosci

e jest kongruencja w grupie (R, +) oraz kongruencjg w pélgrupie (R, ).

Definicja 20.6 (Kongruencja modulo wielomian). Dla ciata F oraz pierscienia wielo-
mianéw F|z] o wspdtezynnikach z tego ciata oraz wielomianu h € F[x] definiujemy
kongruencje =, na F[x]:

f=ng <= hl(f—9)

Lemat 20.7. Dla ciala F oraz pierscienia wielomianéw Flx] o wspdlczynnikach z
tego ciata oraz wielomianu h € Fx] relacja =), jest kongruencjqg na pierscieniu.

Latwo sprawdzi¢, ze jest to relacja réwnowazno$ci oraz ze operacje dodawania
oraz mnozenia sa dobrze zdefiniowane (tj. nie zaleza od wyboru reprezentanta).
Ponadto uzyskany pierscien jest pierscieniem przemiennym z jednoéciag.

ifjj ff*%fu Py f N Ly

nlgg “@f%*ﬁ<&a)
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Fakt 20.8. Operacje +, - sq dobrze zdefiniowane w Flx]/ =},.
Flz]/=), jest pierscieniem przemiennym z jednoscig.

ﬂ:[f]/gh
[el, <Ll -Tig,

13, .03, - [ L3 =T L1y
Eﬁl )_g] rtgl) Z-@-.l Eg*glk [ﬁ( )
= Eﬁc&‘tig] Eﬁg]wffalu

Lemat 20.9. Jesli wielomian h € F|x| jest nierozkladalny, to w Flx]/ =, istnieje
element odwrotny dla f #;, 0.

I 4 mud (£, W= L= al+bl
:Cﬂk-ibk’;jk
'*1:1]\4'

Twierdzenie 20.10. Jesli wielomian h jest nierozkladalny, to ciato Flx]/ =), (jako
przestrzen liniowa nad IF) ma wymiar deg(h). Jesli F jest skoriczone, to takie roz-
szerzenie ma |F\degh elementow.

A0k p B deg ()
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Twierdzenie 20.11 (bez dowodu). Dwa ciata skoriczone o p* elementach sq izomor-
ficzne. ot 0 N
ll‘f/’ ‘2(2//_—_-; "'.L

Przyktad 20.12. Wielomian nierozkladalny R[z]; wychodzi izomorficzne z C.
Przyktad 20.13. Zbudujmy ciato 4-elementowe. 4 = 22, wiec bierzemy F = Z, i
potrzebujemy wielomianu nierozktadalnego stopnia 2.

\XJ’ -xu"&' ,\,\/{,«;

(o
dommdy: wmd L 2 0.1, x L

xo)(;xl:?,h XtL

Lemat 20.14. W Z,[x] jest%z’elomz’an nierozktadalny dowolnego stopnia wiekszego
niz 0.

Dowod polega na podaniu konkretnego wielomianu lub na zliczaniu wielomianow
rozktadalnych i nierozktadalnych. Szczeg6tow nie podamy.

Przyktad/Zastosowanie 20.15 (Kody Reeda-Solomona). Ustalamy ciato F, zwykle jest
to cialo F = Fom. Kodujemy wiadomos¢ (ag, ay, ..., ax_1), gdzie a; € F jako wielo-

3 e — A
mian

k-1
> ajz; € Flx]
i=0

Przekazujemy te wiadomosé jako wartoéci f w m réznych niezerowych punktach
D0 Pl Pul € I, gdzie n > k. Punkty moga by¢ wybrane dowolnie, ale zwykle
ten wybor jest ustalony, bo dla pewnych wartoéci (pierwiastki z 1) tatwiej sie liczy.

Zbior mozliwych wiadomosci oznaczamy przez RS a jej elementy nazywamy sfo-
wami kodowymi.

Jesli n = k to nic nie zyskujeany. Jesli wiecej, to jest pewna nadmiarowos¢.

v o] [
Kody liniowe PL PL "oy .
\ i L

Kody Reeda Salomona sa szczegdélnym przypadkiem kodow lintowych, w ktorych
kodowane stowo traktowane jest element F* a kodowanie to mnozenie przez ustalona
macierz K rozmiaru n X k (w naszym przypadku: macierz a’la Vandermonde), gdzie
n > k; nie jest to jedyne mozliwe kodowanie. W szczegdlnoscei obraz (tj. stowo
kodowe) jest z przestrzeni F".
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Odlegtos¢

Odlegtoscia (Hamminga) jest dla nas ilo$¢ pozycji, na ktorych réznig sie dwa komu-
nikaty. Oznaczenie: d(c, ). To jest odlegltosé.

a( T —\ L AUy, 7))
0 (ﬁ[U’\‘/ =0
Ot(g ':{ ) 5 d (v, v'=0&> v =V
Alv, N+ d (v v > Llv,v")

Odlegtos¢ kodu C' to
d(C)= min d(u,v) .

u,veC u#v
> V4 wief 4 ¢ k-1
Lemat 20.16. Odlegtosé kodu Reeda—Solomona‘b‘o’n —k+ 1. Lgoc«ngé/
AT doge AT 1L
tho PMW

PEP dglo)aty(p)e Ut
pr’ 'thg,nz MéC 1, jome 4«/&/{014« A.( <
m= (b= m~ kil g vuded mm W

L (p,p') 7 m-ltd 4

Optymalnos¢ odlegtosci (ograniczenie Singletona)

Pokazemy teraz, ze kody Reeda-Salomona sa optymalne, tzn. jesli kodujemy (do-
wolnym kodem) k-krotki elementéow przy uzyciu n-krotek, to ktéres dwa maja od-
legltos¢ <n —k + 1.

Twierdzenie 20.17 (Ograniczenie Singletona). Jesli w zbiorze |F|" wybierzemy |F|* wek-
torow, to ktores dwa majg odlegltosc najwyzej n — k + 1.
e —————

[
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Poprawianie btedéw

Naturalne poprawianie: poprawiamy otrzymane stowo do najblizszego stowa kodo-
wego.

Twierdzenie 20.18. Naturalne poprawianie poprawnie dekoduje stowo, jesli ma ono
mniej niz

d(C) ’
z s
bledow, czyli najwyzej )
dC) —1
S 2

bledow.

- e e
-

C‘t N\ ! AL c”,c)s 2"J(c’,c)
- Q-2 §

m—k <1
Lm‘k‘(
YA

Algorytm Berlekamp—Welch poprawiania btedow

(- e

Cel: dane W = [wy, ..., w, 1| € F". \J«?
szukane: wielomian f € F[z], t. ze deg(f) < k, f(«a;) # w; dla najwyzej e < L”T’]“J
albo ,,7” jak nie ma takiego wielomianu.

Oznaczenie: I = {1 : f(c;) # w;}. Dobrze zdefiniowane, bo takie f jest jedyne.
Jak nie ma wyniku, to trudno. Niech e = |I|.

Moglibysmy po prostu wybraé¢ te btedy, zinterpolowac i rozwigzac. . .

Popatrzmy na wielomian

Definicja 20.19 (Error locator polynomial). Dla zbioru pozycji btedéw I zdefiniujmy
error locator polynomial:

Ex)=1](z — ) .

icl
Dlaczego taki: gltownie to wiedziano, ze go nalezy uzyc¢. ..
. o l.
Idea chcemy: P/ Wd. I,
Q=rE

Ten wielomian zeruje sie tam, gdzie sa|btedy, i méwi co$ o f tam, gdzie nie ma

btedéw.
(£

) s £, L)

(% 2y
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A $cidle:

BW1 wielomian E, o wiodacym wspotczynniku 1, stopnia e < V‘Q;kJ

BW2 wielomian () stopnia < e+ k —1

BW3 dla kazdego i zachodzi w; F(o;) = Qo) |

Stowem kodowym ma byé¢ @/ E (jako wielomian).
Uwaga. Jesli Q/FE nie jest zdefiniowane, bo sie dzieli z reszta, albo ma za duzy

stopien, to zwracamy btad.

Lemat 20.20. Jesli dla danego@istm'eje w' € RS takie ze dw,w") <e< [TJ to
istniejg Q, E spelniajgce BW.

;ﬁir s }

Q= f-rC £ 4> w
-~
Li-1 ¢

Lemat 20.21. Jesli Qv, By oraz Q2, Ey spetniajg BW, to Q1/FEy = Qa/ Es.

Uwaga. Zauwazmy, ze jest to rownos¢ ilorazow i reszt, tzn. moze by¢, ze oba dzielenia
daja reszte. Ale jesli jeden sie dzieli bez reszty, to drugi tez, tj. jesli jest poprawny
wynik algorytmu, to wszystkie zwracane daja to samo.

©, ’ Q. E 4?41/»1201\2 wor,
P i Q.L,‘EL— al-Ei_ |
vV P(A:) = Q4 lel;) Eé"L ) Q) E (°Z ) ;L
0 Lf«;(’ > T
L £ wdoly Wi le) W l':z("(v')

~ O eé%k'
(Q. % Tt ire = 2eth-1 € L .
LP%%L\) £ eth-1 Q. 2% 4 f ¢ \_L

To jak to 0dtw0rzyc7 Bedziemy interpolowac Wlelomlany Zauwazmy, ze nie inte-
resuje nas, czy ten uktad jest jednoznacznie okreslony, moze by¢ nadokreslony lub
niedookreslony — dowplne rozwigzanie jest OK i wiemy, ze jakies$ jest.
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Czas dziatania: Trzeba rozwigzac¢ uktad réwnaﬁ da sieanoze ciut szybciej
w zaleznos¢ od danych) oraz podzieli¢c dwa wielomrtary @ Ponownie dla

specyficznych warto$ci moze by¢ ciut lepiej.

20.2 Rozszerzenia ciat

Alternatywne podejscie konstrukcji ciata skonczonego (w pewnym sensie bardziej
naturalne): dodawanie elementu do ciata. Najmniejsze cialo zawierajace dany ele-
ment: tak myslimy o C: to jest najmniejsze ciato zawierajace R oraz 1.

Przyktad 20.22. Liczby postaci {a +bv/3 : a,b 6@» sg ciatem. Jedyna nietrywialna
operacja to odwrotnosé, ale tatwo sprawdzié, ze (a + b{/3)(a — by/3) = a> — 36> £ 0
i tym samym tatwo podaé¢ element odwrotny do a + bv/3. 3

P oat b

Definicja 20.23 (Rozszerzenie ciata). Dla ciata F przez F(S) oznaczamy najmniejsze
ciato zawierajace IF, S.

Rozszerzenie F(a) jest przestepne, jesli a nie jest pierwiastkiem zadnego wielo-
mianu z F[z] takie a réwniez nazywamy przestepnym. Jest algebraiczne, jesli a jest
pierwiastkiem jakiego$ wielomianu z F|x].

Zeby ta definicja miata sens, to elementy S powinny by¢ albo zupehie ,spoza”
albo z jakiego$ ciala F' D F. |

20.2.1 Rozszerzenie przestepne

Jak wyglada rozszerzenie przestepne? Mozemy sobie wyobrazié¢, ze dodajemy do F
jakis Swiezy” element a. W nowym ciele muszg by¢ tez wszystkie wielomiany z F|a]
oraz ich odwrotnosci. Sa wiec tez wszystkie ilorazy wielomian przez wielomian.

Definicja 20.24 (Ciato utamkéw prostych). Rozwazmy cialo F oraz wielomiany nad
nim F[x]. Na zbiorze {% . f,g € Flz], g # 0} wprowadzamy relacje rownowaznosci
vl — fg = f'g. Tak okreSlony zbiér jest cialem z naturalnie zadanym

g g
dodawaniem oraz mnozeniem:

g i | for fd+fg f fff
Lo b % f L _fgvfg 1 f_JF A

g g 99 9 9 g9 !
Twierdzenie 20.25. Cialo utamkow prostych dla F jest izomorficzne zF{a) dla prze-
stepnego . g Y A -
J,oLl—-vleLu'w L1 g2 -

20.2.2 Rozszerzenia algebraiczne

Rozwazamy teraz przypadek F(a) gdy a jest pierwiastkiem jakiego$ wielomianu w

F[z]. Chcielibyémy powiedzieé, ze w takim razie to rozszerzenie zawiera a, a?, . .., a* 1

gdzie wielomian nierozktadalny, ktorego a jest pierwiastkiem, ma stopien k. (Tak jak

Y

w konstrukeji cial skoniczonych). Ale czy tak jest, w szczegdlnosci, czy takie wielo-
mian istnieje?



20.2. ROZSZERZENIA CIAL 175

Definicja 20.26. Dla ciata F oraz elementu a z jego rozszerzenia przez I(a) (ideal
a) oznaczamy

{f €Flz] : f(a) =0}

Lemat 20.27. Dia ciala F oraz elementu a z jego rozszerzenia I(a) jest zamkniety
na dodawanie i mnoZenie przez wielomiany z Flx].

_{(@\-‘f O g(a\fr 9 Cl«j)@z O -e(q\-'r (9 &—L(QX:O

Lemat 20.28. Dia ciala F oraz elementu a z jego rozszerzenia I(a) jest postaci

Tla= {fg : g€ Fal}

dla pewnego wielomianu nierozkladalnego f € Flz]. W szczegélnosci f(a) = 0.

Tl) umg & el
= l
mad (G, = Pa+llh
,?i:) I
A ‘I(a\ T(@)

vk ( () P AN .
“,{4«) = D ‘V\WO(_{-{_[' ﬁp\ MWO(,( llﬁ Pll'{]“\""
Lt mddk, I(xh{j' I gei‘FDrﬁ
2 lch LGy =0
Stopien rozszerzenia to stopien tego wielomianu.

Whiosek 20.29. Rozszerzenie algebraiczne F(a) jest izomorficzne z Flz|/.,, gdzie h
generuje [(a). i

c x4l ¢ xted
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20.3 Ciata algebraicznie domkniete

Definicja 20.30 (Ciato algebraicznie domkniete). Ciato IF jest algebraicznie domkniete,
jesli kazdy wielomian nierozktadalny jest stopnia 1.

Fakt 20.31. Cialo F jest algebraicznie domkniete wtedy i tylko wtedy gdy kazdy
wielomian ma pierwiastek.

Fakt 20.32. Cialo algebraicznie domknicte jest nieskoriczone.

Przyktad 20.33. C jest ciatem algebraicznie domknietym. Nie jest nim R ani zadne
L.

Twierdzenie 20.34. Dia ciata F istniejé IF, ktore jest algebraicznie domkniete
oraz dziatania F' obciete do IF to dziatania IF.



Rozdziat 21

Skonczone F* jest cykliczne

Chcemy pokazac, ze jesli F jest skonczone, to F* jest cykliczna. Dowdd opiera sie na
wykazaniu, ze istnieje w niej element rzedu n = |[F| — 1, co daje, ze jest on genera-
torem. Aby to pokazaé¢, bedziemy dla kazdego k < n zlicza¢ w grupie cyklicznej n
elementowej oraz w grupie F* elementy, ktére sg rzedu k. Zauwazmy, ze wystarczy
pokazaé, ze w grupie F* jest nie wiecej, niz w C), (grupa cykliczna o n elementach).

Lemat 21.1. Niech R(G, k) oznacza liczbe elementow rzedu k w grupie abelowej G.
Jesli dla grupy skonczonej G o n elementach zachodzi dla kazdego k

R(G, k) < R(Cy, k)

to G jest izomorficzne z C,,.

= 2 RGN D RGN =
w= 0O w=0O0

(L(f? (A\ 4 p\ mll") %

Niestety, zliczanie elementéw rzedu k jest dos¢ klopotliwe. Latwiej jest zliczyé
elementy, ktorych rzad dzieli k.

21.1 Rzedy elementéw w grupie cyklicznej

Lemat 21.2. Niech g bedzie generatorem grupy cyklicznej G o n elementach. Wtedy
g™ )jest jej generatorem <= nwd(m,n) = 1. W szczegdlnosci G ma p(n) genera-

Tow. K l Gl
177
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Na ¢wiczeniach pokazaliSmy lemat:
Lemat 21.3. Jesli G jest cykliczna, to kazda jej podgrupa jest cykliczna.

Lemat 21.4. Niech G bedzie grupg cykliczng rzedu n. W G istnieje element rzedu d
wtedy 1 tylko wtedy, gdy d|n.

Dla ustalonego rzedu d tych elementow jest o(d) 1 sq¢ one wszystkie elementamsi
podgrupy rzedu d.

=) AR Azﬂi me, e Y g ol WY &
I

— \

M
g ¢

ML At by MW Mg

27 d W) ¥ T4
21.2 Rzedy elementéw w [*

PokazaliSmy wczesniej, ze:

Lemat 21.5 (Przypomnienie). Réwnam’ea w ciele skonczonym F najwyzej

k roinych pierwiastkow. \

Lemat 21.6. Niech G bedzie grupg skoriczong'rzedu n. Jesli dla dowolnego k € N
2biér {g € G : ¢* = e} ma najwyzej k cRrentew, to G jest cykliczna.

REGL) L R (Cuy W) fold.
Wikahmyt k. domady M b W 6 €,
| m
10 w b omit e el medu U W la 1g
Ole .
99 wéﬁ,xdwmimowk.%eé
6= < g,> > wlkivwa.

odiq ochwed w &, 11>M0L %u:C é
o  la ' e L

W6 e g wwgn oloop, me
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Twierdzenie 21.7. Grupa F* jest cykliczna.
[F*

)(l“l i Ch o,



