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Zadania z kombinatoryki, lista nr 7

1. Niech φ(n) b¦dzie funkcj¡ Eulera. Poka», »e

n =
∑
d:d|n

φ(d).

Wyprowad¹ z tego wzoru wzór na φ(n) i porównaj go ze wzorem

φ(n) = n ·
∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

2. Wyznacz funkcje tworz¡ce Dirichleta (wyra¹ je za pomoc¡ funkcji ζ(x)) nast¦puj¡cych
funkcji

(a) lnn,

(b) σn równego sumie dzielników n,

(c) |µ(n)|,
(d) φ(n),

(e) na,

(f)
∑

d|n d
a.

Które z tych funkcji s¡ multiplikatywne?

3. Funkcja f(n) jest silnie multiplikatywna gdy f(mn) = f(m)f(n) dla ka»dej pary m,n.
Niech λn b¦dzie silnie multiplikatywn¡ funkcj¡ tak¡, »e λ(1) = 1 i λ(p) = −1 dla wszystkich
pierwszych p. Poka», »e∑

d|n

λ(d) =

{
1 gdy n jest kwadratem
0 gdy n nie jest kwadratem.

Poka» te», »e

ζ(2s)

ζ(s)
=

∞∑
n=1

λ(n)

ns
.

4. Znajd¹ liczb¦ ci¡gów pierwotnych dªugo±ci n zªo»onych z elementów 1, 2, . . . , k.

5. Poka», »e wielomiany cyklotomiczne maj¡ wspóªczynniki caªkowite.

6. Rozwa»amy koªa podzielone na n przystaj¡cych sektorów (jak w ruletce), z ktorych ka»dy
pomalowany jest jednym z k kolorów. Dwa koªa nie s¡ istotnie ró»ne je±li jedno przechodzi
na drugie przez obrót. Niech sn b¦dzie liczb¡ takich istotnie ró»nych kóª. Niech cn b¦dzie
liczb¡ istotnie ró»nych kóª, które nie przechodz¡ same na siebie przez obrót ró»ny od
identyczno±ci.

(a) Poka», »e
∑
d|n

cd = sn i
∑
d|n

dcd = kn.

(b) Korzystaj¡c ze wzoru inwersyjnego wylicz cn. Poka», »e sn =
∑
d|n

1

n
φ
(n
d

)
kd.

7. Wyka», »e istnieje dokªadnie jedna funkcja Λ speªniaj¡ca warunek∑
d:d|n

Λ(d) = lnn

Poka», »e Λ(n) =

{
ln p gdy n = pk

0 gdy n nie jest pot¦g¡ liczby pierwszej.

Udowodnij te», »e

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
.


