
20 listopada 2024

Zadania z kombinatoryki, lista nr 6

1. Poka», »e (
2n

n

)
∼ 22n√

nπ
.

2. (Funkcja Γ) Dla rzeczywistego x mo»na zde�niowa¢

x! =

∫ ∞

0

txe−tdt

Poka», »e

(a) dla naturalnych x de�nicja ta pokrywa si¦ z de�nicj¡ silni.

(b) xn =
x!

(x− n)!

3. Na pªaszczy¹nie narysowano n prostych, z których »adne trzy nie przecinaj¡ si¦ w jednym
punkcie. W pierwszym kierunku równolegªych jest x1 prostych, w drugim kierunku równolegªych
jest x2 prostych, w trzecim x3 prostych itd. Poka», »e liczba punktów przeci¦cia prostych
wynosi

1

2
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n2 − x2

1 − x2
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3 − · · ·
)

4. Niech Fn b¦dzie n-t¡ liczb¡ Fibonacciego.

(a) Ile jest sposobów wypeªnienie prostok¡ta 2× n kostkami domina 1× 2?;

(b) Ile jest ci¡gów zer i jedynek dªugo±ci n, w których »adne dwie jedynki nie s¡ obok
siebie?

(c) Poka», »e Fn+1 =
∑
k

(
n− k

k

)
(d) Wylicz warto±¢ sumy Qn =

∑
k

(−1)k
(
n− k

k

)
5. Niech k b¦dzie ustalon¡ liczb¡ caªkowit¡. Znajd¹ wzór na funkcj¦ tworz¡c¡ ci¡gu an

okre±lonego jako
∑

y1y2 · · · yk. Sumowanie rozci¡ga si¦ po wszystkich ci¡gach k liczb
sumuj¡cych si¦ do n (ci¡gi ró»ni¡ce si¦ jedynie kolejno±ci¡ elementów s¡ rozró»nialne).

6. Udowodnij, »e

(a) liczba permutacji n-elementowych typu λ = (λ1, λ2, λ3, . . .) wynosi

n!

λ1!λ2! · · ·λn!1λ12λ2 · · ·nλn

(b) liczba podziaªów zbioru n-elementowego typu λ = (λ1, λ2, λ3, . . .) wynosi

n!

λ1!λ2! · · ·λn!(1!)λ1(2!)λ2 · · · (n!)λn


